Algebrai kombinatorika Feladatsor 2021. 6sz

Figyelem, minden feladat 1 pontot ér, bar a nehézség valtozd!

1. Bizonyitsuk be, hogy Schiitzenberger involicidja tényleg masodrendi. (Az-
az, ha egy T sztenderd Young tablora megcsindlom, majd a kapott 7" tablora
megint, akkor visszakapom T-t.)

2. Amikor bebizonyitottuk, hogy a sorbaillesztés és az oszlaopbaillesztés fel-
cserélhetd (ry(cy(T)) = ¢y (r,(T'))), akkor néhény esetet lattunk csak be. Azt nem,
amikor 7' legnagyobb szdma nagyobb x-nél és y-nall és a ¢, (T'), r,(T") beillesztések
nem ugyanabban a celldban érnek véget. Bizonyitsuk be azt az esetet, amikor
¢y (T') oszlopatdl eggyel jobbra van r,(T") oszlopa.

3. Legyen m € S,,, T = P(m) az illeszt6tabléja. Bizonyitsuk be, hogy m-ben
a leghosszabb k-csokkeno részsorozat hossza megegyezik T' els6 k oszlopanak 0ssz-

hosszéval. (Egy sorozat k-csokkend, ha k darab csékkend sorozat Osszefésiiléseként
el6all.)

4. lIgaz, vagy hamis: Ha 7 € 5, illesztétabléjanak két sora van, melyek a
és b = n — a hossziak, akkor 7 el6all két novekvd részsorozat Osszefésiiléseként,
melyek a és b hossziak.

5. Legyen 7 € S,, masodrendii. Léssuk be, hogy P(7) = Q(7) és 7 a fixpont-
jainak szdma egyenlé P(7) paratlan hosszi oszlopainak szdmaval.

6. Bizonyitsuk be, hogy

@2n—D= " f,

A-2n
A paros

ahol k!l = k(k — 2)(k — 4) - - - a szemifaktoridlis és egy particié paros, ha minden
része paros.

7. Legyen X F n és tekintsiik a kovetkezo induktiv algoritmust A tires diag-
ramjan (h, = h;; a ¢ = (i, j) cella kampdhossza):

1. Vélasszunk egy c celldt egyenletesen 1/n valdszintiséggel.

2. Ha nem sarokcella, akkor valasszunk egy c-t6l kiilonbozo d cellat egyenletesen
1/(h. — 1) val6szintiséggel ¢ kamp6jabol. Legyen most ez ¢ és ismételjiik ezt
a lépést.

3. Ha mar c sarokeella, akkor irjuk bele n-et és a maradék diagramra folytassuk
az eljarast az 1. 1épéssel (n helyett persze n — 1-gyel).
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Bizonyitsuk be, hogy az algoritmus eredménye egy A alaki sztenderd Young tablé.
Jébardtunk elarulja, hogy annak a valészintisége, hogy n az (a, b) sarokba keriil

a—1 b—1
1 1 1
— | | 1 | | 1 .
n i=1 < + h/ivb - 1) 1 ( + haaj - 1)

j=

Ebbdl bizonyitsuk be, hogy minden tablét egyenletesen

1
e | R

" ¢ egy A-cella

valészintiséggel kapunk meg.

8. A kvaterniécsoport, @ hat az {1,14, j, k} altal formélisan generdlt 4-dimenziés
vektortéren a jobbrol szorzassal. (Ez volt Hamilton eredeti &tlete, amikor a kva-
ternidkat bevezette.) Pl —i lenti métrixdban a harmadik sor jelentése j - (—i) =
k=0-1+0-7+0-7+1-k:

OO = O
O = OO

Ezt a hatast tetszoleges test folott értelmezhetjiik, mivel minden méatrixegytitthato
egész szam. Hatdrozzuk meg az ednomorfizmusgytiriit (a centralizator algebrat)
C,R, T, és F3 felett.

9. Legyen V az S, szimmetrikus csoport természetes, n dimenziés modu-
lusa (aminek a bézisat kozonségesen permutaljak S, elemei). Hatdrozzuk meg
az endomorfizmusgytirtijét (a centralizator algebrajat). Persze V-t tekinthetjiik
G-modulusnak is, ha G' < S, permutaciocsoport. Bizonyitsuk be, hogy a centra-
lizator algebra dimenzidja pontosan akkor 2, ha G 2-tranzitiv (vagyis barmely két
{1,...,n}-beli szam képét el6irva taldlunk G-beli elemet, ami ezeket azokba viszi).

10. Az el6adason meghataroztuk S, karaktertabldjat. Mivel S, izomorf a
szabalyos tetraéder egybevagdsag-csoportjaval, ezért kapunk egy természetes A :
Sy — GL(3,R) reprezentaciot. Hatdrozzuk meg A karakterét és annak az irreduci-
bilis felbontasat. Hasonléan, Sy izomorf a kocka mozgascsoportjaval (irdnyitastarto
egybevigdsdgok), ezért kapunk egy B : Sy — GL(3,R) reprezentaciét. Hatarozzuk
meg B karakterét és annak az irreducibilis felbontasat.

11. (EZT A FELADATOT ELEG k > n—1 ESETEN MEGOLDANI.) Legyen
G =8, x S, <S,, ahol n/2 < k < n— 1. Minden eleme ¢;¢, alakban irhatd,
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ahol g; permutélja {1, ..., k}-t, mig go {k+1,...,n}-et permutalja. Ennek trivialis
karaktere 14. Hatarozzuk meg az 12” indukalt karakter értékét minden o € S,-re.

Mutassuk meg, hogy 12” n—k+1 darab kiilonboz6 irreducibilis karakter 0sszegére
bomlik.

12. (EZT A FELADATOT ELEG k > n—1 ESETEN MEGOLDANTL.) Legyen
G =85 xS, <85, ahol 1 <k <n—1. Minden eleme g,¢, alakban irhato, ahol
g1 permutdlja {1,... k}-t, mig go {k + 1,...,n}-et permutdlja. Ennek van egy
els6fokt (irreducibilis) karaktere: ju(g1g2) = sgn(g;). Hatdrozzuk meg a p* in-
dukalt karakter értékét minden o € S,-re. Mutassuk meg, hogy 1" két kiilénbozé
irreducibilis karakter 6sszegére bomlik.

13. (Dominancia Lemma) Legyen S egy p alaki és T egy A alaki tablo,
amelyekre igaz, hogy ha 1 < 7,7 < n S-ben egy sorban vannak, akkor 7T-ben
nincsenek egy oszlopban. Bizonyitsuk be, hogy A > p.

14. Belattuk az el6adason, hogy
S/\ J/Sn—lz @ S)\\{C}a

cEB)

ahol By a A\ diagramjaban 1év6 belsd sarkokat jeloli.

Bizonyitsuk be, hogy
S)\ TSn.H: @ S)\U{c},
ceEK)

ahol K, a A\ diagramjaban 1év6 kiilso6 sarkokat jeloli.

15. Legyen m € S, és m = 04,04, - - - 0y, a(z egyik) legrévidebb felirdsa o; =
(1,7 + 1) ,Coxeter generdtorok” szorzataként. Bizonyitsuk be, hogy k megegyezik
7 inverzéinak szdméval. Valamint j € D(w) pontosan akkor, ha o;m minimélis
felirdasa k — 1 Coxeter generatorbdl ll (ha j ¢ D(rw), akkor o;7m = 0,045,045, - 0;
az egyik legrovidebb felirdsa, ez k + 1 elem).

k

16. Konstrudljunk R"-ben n darab origén atmendé H; hipersikot, amelyekre H;
és H; 1 szoge 60°, valamint |i — j| > 1 esetén H; és H; merélegesek. Ezen a sikokra
vald tiikrozéseket o;-nek hivva kapjuk S, ;1 Coxeter generatorait.

17. Bizonyitsuk be, hogy minden alterndlé f(x) polinom el6éll az alternansok
linedris kombindcidjaként, azaz f(x) = > craris(x) alakban.

18. Hatarozzuk meg h(s 32)(x)-t és €(3,2)(x)-t a Schur polinomok linedris kom-
binacidjaként.



