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Primszamok



Primszamok

Felbonthatatlan szamok, primszamok



Az 1-nél nagyobb p termeészetes szamot felbonthatatlan
szamnak nevezziik, ha p = ab (a,b € N*) esetén a vagy b
egyenlo eggyel.

A 100 alattiak: 2, 3,5, 7, 11,13, 17,19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 53, 59,
61, 67, 71, 73, 79, 83, 89, 97. (OEIS A000040)

Az egységtol kiilonbozd p egészt felbonthatatlan szamnak
nevezziik, ha p = ab (a,b € Z) esetén a vagy b egység.
wn5,°3,-2,2,3,5,..

Az 1-nél nagyobb nem felbonthatatlan szamokat 0sszetett
szamoknak nevezzik (az elsé néhany: 4, 6, 8, 9, 10, 12, 14,...).
Minden 1-nél nagyobb egésznek van felbonthatatlan osztoja.
Indirekt: t.f.h van olyan 1-nél nagyobb egész, melynek nincs
felbonthatatlan osztoja. Legyen n a legkisebb ilyen egész.

n | n, tehat n nem felbonthatatlan ~ n =ab, ahol1<a < n ~
a-nak az indirekt feltevés szerint mar van felbonthatatlan
0szt0ja, de az osztja n-et is, ellentmondas.


https://oeis.org/A000040

D Az 1-nél nagyobb p természetes szamot primszamnak
nevezzlik, ha p | ab (a,b € Z) esetén p | a vagy p | b.

D Az egészek korében az egységtol és nullatol kiilonbozé p
egészt primszamnak nevezziik, ha p | ab (a,b € Z) esetén p | a
vagy p | b.

m A felbonthatatlanok definiciojabol kovetkezik, hogy a 0 nem
felbonthatatlan (0 = 0 - 2), a primek definicidjabol azonban ki
kell zarni (0 | ab~»ab =0~ 0|avagyO | b).

F Mik a felbonthatatlan szamok és mik a primek a paros szamok
korében?



Tétel (F 1.4.3)
p pontosan akkor prim, ha felbonthatatlan.

m A tétel igaz a természetes szamok és az egész szamok korében
is. A termeszetes szamokra bizonyitjuk:

B (prim = felbonthatatlan) p = ab ~ p | ab, de p prim,igy p | a
vagy p | b,azazab |avagyab | b~ b=1vagya=1,tehatp
felbonthatatlan.

(felbonthatatlan = prim) p | ab és p t a és p felbonthatatlan
~ (p,a) | p miatt (p,a) =1~ p | b.
F Mennyiben valtozik a fenti bizonyitas az egészek korében?



- Atorzsszam, primszam, felbonthatatlan szam kifejezéseket
azonos értelemben hasznaljuk.

- Egy bizonyitas a KONYV-bol:

Tétel (Euklidész)
A primszamok szama vegtelen.

Bizonyitas.

Indirekt: tegyuk fel, hogy csak véges sok prim letezik: pq, pa,...,
pn. Tekintsuk a g = p1p2 ... pn + 15zamot. g-nak van
primosztoja, de az nem egyezik meg a p1, pa,..., Pn egyikéevel
sem, ellentmondas. O



Algoritmus (Eratoszthenészi szita)

« Bemenet: [2,3,...,n] egeszek listaja,

« Kimenet: az n-nél nem nagyobb primek listaja

1N+ [2,3,...,n], 1«1

2 p <+ NJi]

3 ha p > +/n, akkor menj 6-ra

4 j < 2p,3p,...: N[j — 1] < 0 (p-t6bbsz6rosok kinullazasa)
5 noveld i-t addig, mig N[i] > 0 nem lesz es menj 2-re

6 N pozitiv elemeinek Riirasa

T Han e Nt 0sszetett szam, akkor van /n-nél nem nagyobb
primtényezoje.

B n=ab1<a<s<b<n~a<n.

- Eratoszthenészi szita animacio



T Dirichlet tétel: ha a és b relativ primek, akkor az an + b
(n=1,2,3,...) sorozatban végtelen sok primszam van.

- Ben Green, Terrence Tao, 2006: létezik tetszélegesen hossz(,
csak primekbél allo szamtani sorozat. (pl. 2,3-3,5,7 -5, 11, 17,
23,29 -7 37,67, 97,127,157 = 199, 409, 619, 829, 1039, 1249, 1459,
1669, 1879, 2089)

T Primszamtétel (Hadamard, de la Valleé-Poussin, 1896; elemi
bizonyitas Selberg, Erdds, 1949) Az x-nél kisebb primek = (x)
szama aszimptotikusan x/ ln x, azaz

by )

=
x—o0 X/ N X




Primszamok

A szamelmeélet alaptétele



Tétel (A szamelmélet alaptétele)

Minden 1-nél nagyobb természetes szam eldall véges sok
felbonthatatlan természetes szam szorzatakent, és e
felbontas a tényezok sorrendjétol eltekintve egyeértelmd.

A tétel kiterjesztheto az 1-re is, mint ami a primek Ures
szorzatahoz rendelheté.

A tényezok sorrendjétodl eltekintve egyértelmd” helyett
mondhatjuk, hogy a ,felbontas egyértelm( a primek monoton
novekvo rendezése mellett”.

Az azonos primek szorzatat hatvannyal jelolve az 1-nél
nagyobb egészek kanonikus alakjahoz jutunk: n = pf”p’;z . pk
Minden 0-tol és egységtdl kiilonb0zo egész szam sorrendtol és
egységszeresektol eltekintve egyértelmien eldall felbonthatat-
lanok szorzataként. (=6 = (=2)-3 = 2-(=3) = 3:(=2) = (-3)-2)
Hasonlo tétel nem igaz pl. a pozitiv paros szamok korében:

60 =2-30=06-10.



B A felbonthatosag bizonyitasa. Indirekt: tegyuk fel, hogy van
olyan természetes szam, mely nem bonthato fel. Legyen n
kozuluk a legkisebb. n nem lehet felbonthatatlan, mert akkor
az egyelemd( szorzat a felbontas, tehat n = ab, ahol viszont a
és b mar felbonthatok, igy a szorzatuk is. Ellentmondas.

Az egyértelmUség bizonyitasa. Indirekt: tegyiik fel, hogy van
olyan termeészetes szam, mely nem bonthato fel egyértelmuen.
Legyen n kozuluk a legkisebb.

nN=pp2...pr=01Gz2...(s.

p;i # g; semmilyen {i,j} parra, kilonben n nem volna a
legkisebb. Ez ellentmond a felbonthatatlanok
primtulajdonsaganak, ugyanis ha p; | g1qz . .. gs, akkor py | g;
valamilyen j-re, de akkor g; felbonthatatlan volta miatt p; = g;
vagy p1 = 1. Ellentmondas.



w = = - -

Definicio

Két (tobb) nullatol kilonbozd egész szam legkisebb kozos
tobbszorose az a legkisebb pozitiv egesz, melynek mindket
(mindegyik) szam osztoja. Jelolései:

[a, b] = 1kkt(a,b) = lcm(a, b) - least common multiple
([a1,az,...,an] = Ikkt(ar, @y, ...,an) = lcm(ay, @z, ..., an)).

Hogyan definialnank a kittintetett kozos tobbszoros fogalmat?
Legyen a = p§'p%* ... pf, b= plp...p¥ (a;,b; > 0,
i=1,2,...,r). Ekkor

alb an,‘gbi(i:’l’Z”:’r)_
(a,b) = pT'n(aW’jW)pg"”(az,Zﬂ B 'p;mn(ar,l;r)
[a,b] = p1ma><(a1, 1)p;nax(az, 2) ”p;nax(a,, 7

Ha a és b pozitiv egész, akkor [a, b](a,b) = ab.

max(aj, by) + min(a;, by) = a; + b,
max(aj,b;) ,min(a;,b;) max(a;,b;)+min(a;,b;) aj+b;

Pi Pi = pP; =p; :p?fplbf,



Mutassuk meg, hogy barmely pozitiv a és b egészhez van olyan
m és n egesz, hogy m | a,n| b, (m,n)=1&s mn = |a,b].
Legendre-formula: Mutassuk meg, hogy n! primtényezos
felbontasaban a p prim kitevéje

v 3l ]
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Szamolas maradékokkal

Kongruenciak



W > T U >

Definicio

a € Z, me Nt. Az a-nak m-mel valo osztasi maradékat
a mod m jeldli. (Itt mod egy binaris, azaz kétvaltozos
muvelet.)

12mod5=2,(—12) mod 5 = 3.
Definicio
a,b € Z, m € N*. Azt mondjuk, hogy a kongruens b-vel

modulo m, ham |a—b.
Jelolései: a=b (mod m),a=b mod m,a=b (m).

m|la—-b < m|b—a <= amodm=>bmodm

12 =107 (5), mert5|107 —12; =6 =99 (5), mert5|99 — (—6).
13 2 23 (9), mert 9423 — 13.

a=b (m) < van olyan k egész, hogy a = b + km.

m|a—-b <= vanolyan kR, hogya—b=~km < a=>b+km.

12



Szamolas maradékokkal

Maradékosztalyok, maradékrendszerek



Tétel (A kongruencia ekvivalenciarelacio)

Reflexiv: a = a (mod m),
Szimmetrikus: a =b (mod m) < b=a (mod m)

Tranzitiv: a=b (mod m), b =c (mod m) = a =c (mod m)

- A kongruencia ekvivalenciarelacio, tehat megad az egészek
halmazan egy osztalyozast (diszjunkt részhalmazok uniojara
valo felbontast): egy osztalyba azok az egészek tartoznak,
melyek azonos maradéekot adnak a modulussal osztva. PL:
modulo 3 a kovetkezo6 osztalyozast adja:

Z={..,-3,0,3,..Yu{..,—214.. u{...,-1,2,5...}

D a fenti osztalyozas osztalyait modulo m maradékosztalyoknak
nevezzuk.

13
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Tétel (Miveletek és kongruenciak)
Haa,b,c,d € Z, me Nt,ésa=b (mod m),c=d (mod m),
akkor

1.a+c=b+d (mod m) (spec.a+c=b+c (mod m))
2.a-c=b—d (mod m)(spec.a—c=b—c (mod m))

3. ac = bd (mod m) (spec. ac = bc (mod m))

33 (mod 13) ~» 27 =53 (mod 13) [ +20]
33 (mod 13) ~ 70 = 330 (mod 13) [-10]

33 (mod 13), 4 =30 (mod 13) ~» 28 =990 (mod 13)
a=b (mod m),n e Nt ~ a"=b" (mod m)

7
7
7

1M n-szer 6sszeszorozva az a = b (mod m) kongruenciat;
2M aza" —b" = (a—b)(@" "+ ...+ b""") Gsszefiiggéshol.

T

Mersenne-primek: mutassuk meg, hogy ha a” — 1 prim, ahol a
és n is 1-nél nagyobb egészek, akkor a = 2, és n prim.

14



Tétel (Egyszerusités kongruenciaban)
Ha a,b,c,d € Z, m e Nt,d = (c,m) és ac = bc (mod m),
akkor

m
a=b (mod H)

Ha (c,m) =1, akkor az ac = bc (mod m) kongruencia
egyszerusitheto c-vel, azaz ekkor a = b (mod m).

ac = bc (mod m)

~m|(a—b)c~ 3kR:(a—b)c=hkm~
(a-b)s=RG (5,8)=1ezért D |a-b~a=b (mod ).
14 =40 (mod 13) ~» 7 =20 (mod 13) [/2]
18 = 66 (mod 24) ~ 3

=11 (mod 4)  [/6] (6 = (18,66))

15



T Haa=b (my),a=b (my),.,a=b (my),ahola,b € Z,
my,...,mp € NT, akkor

B mi|(a—Db),my|(a—Db),..,my|(a—Db)~
[m1,my,....,my] | (a—Db).
P Oldjuk meg fejben a kovetkezo harom kongruenciarendszert!
(@) x=1(mod3) (b) x=2 (mod3) (c) x=1 (mod 3)
x =1 (mod 5) X =4 (mod 5) x=2 (mod 4)
x=1 (mod 7) X=6 (mod 7) x =3 (mod 5)



- > U ©

Definicio

Egészek egy halmaza teljes maradékrendszer modulo m
(TMR mod m), ha minden egész szam e halmaznak pontosan
egy elemével kongruens mod m.

A {0,1,...,m —1} halmaz TMR modulo m.

Ha m paros, akkor a {—=™2,...,0,..., ™2 2} halmaz, ha m
paratlan, akkor a {—2+1, 1= [0,..., 2= 121} halmaz
TMR modulo m.

A {0,1,2,4,8} halmaz TMR modulo 5.

A {0,1,3,9,27,81,243} halmaz TMR mod 7.

m inkongruens egész szam halmaza TMR modulo m.

Ha {t1,t,...,tm} TMR modulo m, és (a,m) = 1, akkor

{aty + b,at, + b, ... ,atm + b} is TMR mod m.
ati+b=atj+b (m) < atj=at (m) < t;=¢ (m) (mert
(a,m)=1) <= i=j. lgy ezm inkongruens egész halmaza.



P Szamitsuk ki 9189 mod 11 ertékeét! ¢ = 20620966787881178104507938630530359755911966
066400099150045124000595605179349487522472134992988

2M

960788694682422515792592896836945711385013041867663
39290205991707879310835543611 = 4 (11)

1M 91 mod 11 = 3, 89 = 10110015, 32 mod 11 = 9, 3“mod 11 = 4,
38 mod 11 =5, 3" mod 11 = 3, 3°2 mod 11 = 9, 3%* mod 11 = 4.
918 =389 =364.3%.38.3=4.3.5.3=4 (mod 11).

k a r megjegyzések
89 3 1 induld értékek
88 3 3 R+ R—-1r+<r-amodm a+3
44 9 3 R+ R/2,a+a-amodm a+<+ 3?mod 1
22 4 3 R« R/2,a+a-amodm a+ 3*“mod 11
11 5 3 kR« R/2,a<a-amodm a<+ 3% mod 11
10 5 4 R+—k—=1r<r-amodm r+ 3%.-3mod11
5 3 4 k<« R/2,a+a-amodm a<« 3"°mod1
4 3 1 RekR—=1r<r-amodm r+«+3"%.38.3modN
2 9 1 kR«R/2,a+a-amodm a+ 3% modn
1 4 1 R<Kk/2,a+a-amodm a< 3% mod 11
0 4 4 RekR—=1r«r-amodm r+ 3%.3%.38.3 mod 1



Legyen k = (by ... bibo)a, ekkor af = a2oie b2 = [T (a?)?, gy
n .
a® mod m =[] (a*)” mod m = H( b mod m) mod m
i=0
Algoritmus (Modularis hatvanyozas)

« Bemenet: a alap, k Ritevd, m modulus, ahol a, kR, m € Ny,
m>1

« Kimenet: r = a® mod m

1b+<bmodm,r=1

2 ha k=0, menj 6-ra

3 ha k mod 2 =1, akkRorr < r-a mod m

4 R+« |R/2|,a+a-amodm

5 menj 2-re

6 r kiirasa
19



Két egész szam 0sszegenek, kulonbsegének, szorzatanak, egy
egész szam nemnegativ egész kitevos hatvanyanak maradéka
modulo m csak attol fiigg, hogy az 0sszeadandok, a szorzandok,
illetve a hatvanyozas alapja mely maradékosztalyba tartoztak
(a hatvanyozas kitevéjére ez nem igaz!).

Legyen Zm = {0,1,2,...,m — 1} és definialjuk a (Zn, ®, ®)
strukt(rat a kovetkezoképp: ha a, b € Zjy, akkor
adb:=a+bmodm,a®b:=a-bmodm.

Irjuk fel Z, muvelettablait:

A tovabbiakban - ha félreértést nem okoz - Z, alatt a
(Zn,®,®) algebrai struktarat értjuk, amelynek muveleteire is
inkabb a '+ és - jeleket hasznaljuk, azaz Z, = (Zn, +, -).

20



Irjuk fel Zs, Zs és Zg muvelettablait:

P
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>

A fenti mlvelettablakrol leolvashato, hogy minden elemnek
van ellentettje (additiv inverze). Ez altalanosan is igaz minden
Zn-ben (n € N*).
SOt, az a + x = b minden n € NT esetén megoldhato
tetszbleges a, b € Z, esetén.
Az Zn,-ben n = 2,3,5 esetén minden zérustol kilonbozo
elemnek van reciproka (multiplikativ inverze).
Aza-x=b(a,beZp a+#0)egyenletek n = 2,3,5 esetén
egyértelmien megoldhatok.
A2-x=3nem oldhatdo meg Zg-ban!
Az alabbi harom allitas ekvivalens Z,-ben:
1. Barmely a € Zp, a # 0 elemnek van multiplikativ inverze.
2. Barmely a,b € Zy, a # 0 elemekre az a - x = b egyenlet
megoldhato (a szorzas invertalhato).
3. nprim.

22



Mivel (a,m) =1 < (a+ km,m) =1, ezért ha egy modulo m
maradéekosztaly egy eleme relativ prim m-hez, akkor az 6sszes
tagja is! Igy beszélhetlink az m-hez relativ prim
maradékosztalyokrol!

Modulo m redukalt maradékrendszernek (RMR) nevezziik
egeszek egy R halmazat, ha minden m-hez relativ prim
maradékosztalybol R pontosan egy elemet tartalmaz.

Az {1,2,...,m —1} halmaz m-hez relativ prim elemei RMR-t
alkotnak modulo m.

Az m-hez relativ prim maradékosztalyok szamat ¢(m)-mel
jeloljuk, és Euler-féle o-figgvénynek nevezzik.

{1,5}, {5,7}, {1,711} RMR-ek modulo 6, ¢(6) = 2.
{1,5,7,11,13,17,19, 23} RMR mod 24, p(24) = 8.

23



Ha {ri,r2, ..., rom} egy redukalt maradekrendszer modulo m,
es (a,m) =1, akkor {an,ary,...,arym} is RMR modulo m.
(a,m)=1es (r;,m) =1~ (ar,,m) =1,

ari=ar; (m), (a,m) =1~ r;=1r (M),

tehat minden RMR-bdl egyetlen reprezentansunk van, tehat e
halmaz RMR.

Ri; = {1,5,7,11} RMR mod 12. Mivel (5,12) = 1, ezért

R\, ={5-1,5-5,5-7,5-11} is redukalt maradékrendszer mod 12.
[IRw =1IR), (mod 12), mivel a két halmaz azonos elemeket
tartalmaz mod 12 (mindketté RMR), azaz

1.5.7-MN=(5-1-(5-5-(5-7)-(5-1) (mod 12)
Ha egyszer(sitiink 1-5-7 - 11-gyel, kapjuk
1=5* (mod 12).

24



Tétel (Euler-Fermat-tétel)
Ha m e N*, a € Z és (a,m) = 1, akkor a¥(™ =1 (m).

B Legyen Ry = {r,r,...,rym} gy redukalt maradekrendszer
modulo m, és mivel (a,m) =1, ezért Ry, = {an, ar,...,arym}
is RMR modulo m.

Fr2e o Tymy = (@N) - (ar2) -+ (arpgm)  (mod m),

egyszer(sités utan: 1= a®(™ (mod m).

25



Kovetkezmény (,Kis” Fermat-tétel (els6 alak))
Ha p prim, a € Z és (a,p) = 1, akkor a~' =1 (mod p).

Kovetkezmény (,Kis” Fermat-tétel (masodik alak))
Ha p prim, a € Z, akkor aP = a (mod p).

Tétel

Ha m = pthgz ...pft, ahol p1, pa, . ..

B Logikai szita-formulaval:

emy=m-——...

g
Pt

, Pt primszamok, akkor

t
1
+n7+m:mHO—p>
] 1

p1p2
26



Szamolas maradékokkal

Linearis kongruenciak



Tétel (Linearis kongruenciak megoldhatosaga és megoldasa-
inak szama)

a,beZ meNt, (a,m)=d Azax=b (mod m) kongruencia
pontosan akkor oldhato meg, ha d | b. Ha megoldhato, akkor
pontosan d inkongruens megoldasa van mod m.

B (Megoldhatosag) ax = b (mod m) megoldhatd +—

dy:ax—my=>b < d|b.
(Megoldasok szama) ax — my = b megoldasai: x = xo + %t

y = Yo + gt. Meghatarozando, hogy az x = xo + Gt megoldasok
hany maradékosztalyba esnek mod m, azaz hany inkongruens
megoldas talalhato koztik.

Xo+ Tty =x0+ t; (mod m) = Ot

Tty = Tt (mod m)
<~ t=t; (mod d), ugyanis (m, &) =10 ¢

sm/(g) =d

m
d’

27



Oldjuk meg a 12x =15 (21) kongruenciat!

A kongruencia megoldhato, mert (12,21) = 3 | 15.

Ekvivalens diofantoszi egyenlet: 12x — 21y = 15.

Az euklideszi algoritmushol: 3 =2-12+ (=1) - 21 ~
15=10-12 —5-21, amibdl az 6sszes megoldas:

X=10 (21),x=10+7=17 (21),x=10+2-7=24=3 (21).
Ha a € Z és (a,m) = 1, akkor az ax =1 (m) kongruencia egy
megoldasat az a elem modularis inverzének nevezzik modulo
m.

Hatarozzuk meg az 5 modularis inverzeit modulo 26.

(5,26) =1, tehat az 5x = 1 (26) kongruencia megoldhato.
1=(=5)-5+26~ x = -5 egy inverz (az sszes: x = —5 = 21
(26), azaz x = —5 + 26R).

Oldjuk meg az 5x = 7 (26) kongruenciat az el6z6 példat
hasznalva!

(=5)-5=1(26) ~7-(=5)-5=7 (26) ~ x = —35=17 (26)

28



T Hap prim, a Z, algebrai struktiraban az 6sszeadas
kommutativ, asszociativ, invertalhatd muvelet (azaz az
a+ x = b egyenlet Zy-ben megoldhato), a szorzas kommutativ,
asszociativ, és a Z% = Zy \ {0} halmazon invertalhato (azaz az
a-x = b egyenlet megoldhato Zj-ban, ha a,b € Z;;), vegll a
szorzas az 0sszeadasra nézve disztributiv.

m Ugyanezekkel a tulajdonsagokkal rendelkezik R és Q is, ezeket
a struktUrakat testeknek fogjuk nevezni.

m Zm-ben, ha m nem prim, a szorzas nem invertalhato, de
kommutativ. Az ilyen algebrai struktirakat kommutativ
gylriknek nevezzik.

m Minden test egylttal kommutativ gydr( is.

29



F AZpngylriben mik az egységek?

M A Zp gylrl egy modulo n redukalt maradékrendszer elemeivel
reprezentalt elemei.

F Elem invertalhatosaga (additiv inverz az ellentett, multiplikativ
inverz a reciprok) és muvelet (6sszeadas, szorzas)
invertalhatosaga két kiilonb0zo dolog, de szoros kapcsolatban
allnak. Mi a kapcsolat?

F Adjunk definiciot a test és a kommutativ gylr( fogalmara,
melyben mdvelet invertalhatosaga helyett elem
invertalhatosaga szerepel.

P Szamitsuk ki Z4,-ben a 3% ertékét!

M Korabban kiszamoltuk: 3% = 4, és 7 = 10, tehat Z-ben
= = 10.
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Kinai maradéktétel



Tétel (Kinai maradéktétel)

Legyenek mq, m,,... m, pozitiv, paronkent relativ prim egeszeR,
es legyen M = mym, ... mp. Az

x=a; (mod mn)

xX=a, (mod my)

X=a, (mod my)

kongruenciarendszer egyértelmtien megoldhaté modulo M.
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B Legyen My =M/mp=my...Mp_1Mpyq...Mp. Mivel
(Mg, mg) =1, ezért az Mpx, =1 (my) kongruencia minden k-ra
egyértelmien megoldhato. Tekintsiik az

X = a1Mix1 + aoMoxo + ... + anMpxp

0sszeget. Ez egyrészt megoldasa mindegyik kongruencianak
(mert pl. aiMixy = a1 - 1= ay (M), de agMpx =0 (m4), ha

k # 1, mert M, = 0 (my)). Masrészt, ha x’ egy masik megoldas,
akkor x = x" (my,), azaz my | (x — x’), kovetkezéskepp

M| (x — X'), tehat a megoldas egyértelmi mod M.
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P Oldjuk meg az
x=2 (mod 3)
x=3 (mod 5)
X=4 (mod7)
kongruenciarendszert!
1M A bizonyitas alapjan: M = 105, My = 35, My = 21, M3 = 15,
Mixs =1 (3) ~ X3 = 2,
Maxy =1 (5) ~ X =1,
Msx3 =1 (7) ~ x3 =1,
X = 2-35-2+3-21-1+4-15-1 mod 105 = 140+63+60 mod 105 = 53.
2M x=2 3) »x=3kR+2,
3R4+2=3 (5) »» h=50+2~ x=3(5(+2)+2=15(+38,
1504+8=4 (7) > 0=3 (7)~»L=Tn+3~
X =15(7n + 3) + 8 = 105n + 53
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Néhany egyszeri alkalmazas



2-nek melyik hatvanyaival oszthato 197530727
2|2, 472,8|72,16 | 3072, de 32453072, tehat 2 a 2
legnagyobb hatvanya, mellyel oszthato.

lgazoljuk, hogy egy pozitiv egész 9-cel valo osztasi maradéeka
megegyezik szamjegyei 0sszegenek 9-cel valo osztasi
maradékaval!

an10" + ap_110"""+ ... + @110 + qp =

an + ap_1+---+ @110+ ap (mod 9)

Mi a 11-gyel valo oszthatosag szabalya?

an10" + ap_110"1+ ... + @110 + ap =
an(=N"+an_1(=N"""4 ... —a; +ao (mod 11)
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Legyen n paros pozitiv egész. Bo- 1
nyolitsunk le egy n—1-fordulos kor-

mérkdzést n induld esetén. 3
A kR-adik forduloban a k-adik jatékos az n-edikkel jatszik.

Az i-edik es j-edik jatekos a k-adik forduloban jatszik, ha
I+j=2k (n—1),aholk=1,2,...,n—"1.

E kongruencia minden i, j par esetén egyértelmien
megoldhatd k-ra, mivel 2 { n — 1, és egyértelmien megoldhato
i-re vagy j-re is, ha a masik két szam adva van.

A magyar személyi szam 1+ 6 + 3 + 1= 11 jegyd, s

2

X11 = Z/x, (mod 11)

Milyen hibakat jelez ez a modszer, és miért jobb, mint mod 10?
ISBN-13 és EAN (European Article Number):
X1+ 3X2 + X3+ 3Xs + X5+ 3Xe + ... + 3X12 + X13 = 0 (mod 10)
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F Oroknaptar: Jelolje a YYYY-MM-DD formatumban megadott

datum évszamat y, honapjanak sorszamat m, napjaét d azzal a
modositassal, hogy januar sorszama 13, februaré 14 legyen, és
ekkor az évszam csokkenjen eggyel. Tehat pl. 2015-01-15 alakja
2014-13-15 legyen, azaz y = 2014, m = 13, d = 15: Hasonloképp
2000-02-11 esetén y = 1999, m = 14, d = 11. A hét napjainak
sorszamat jelolje w, ahol hétfén w =1,..., vasarnap w = 7 (a
megfeleld 1SO-szabvanynak megfelelden). Igazoljuk, hogy a
kovetkezd képlet megadja, hogy egy datum a Gregorian naptar
szerint a hét mely napjara esik:

o (e (222 e ) ) )

Egy honapon belil w = (d + C; mod 7) + 1 (hogy w ne a [0, 6],
hanem az [1,7] intervallumba essen), ahol C; egész.
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365 =1 (7), ezért minden év egyet ad w-
hezw=(d+y+C mod7)+1

A szokéévek mégegyet: w = (d+y+ |4 —
| 25) + Lzdg) + G mod 7) +1

A honapok valtozo hozzajarulasa:

M AM J JASONTD JF
3 456 7 8 91011121314

313031303131303130313128
32323323233
0 3 5 81013161821232629

Innen jon még m — %,

Vegul egy konkrét datummal meghata-
rozzuk C értékét ( = 1). Ezt az eldz6 tort
konstans tagjahoz adva —32-6t kapunk.
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P 2016-09-23
M y=2015m=09,d=18,
13-9—-32 2015 2015
W:((‘|8+\‘ 5 J+20’|5+\‘TJ_\‘W
=(4+34+6+6—6-+5)mod7+1=5= péntek

£l

2015
400

J) mod 7>-+’
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