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NÉV NEPTUNKÓD
Bevezetés az algebrába 2 2. vizsga – gyakorlat 2017-06-07

Minden kérdésre írjuk a válaszokat a mellette lévő dobozba. Az első feladat nyolc egyszerű kérdését kivéve minden
feladat megoldását is ellenőrizzük, pontszámot a teljes megoldás alapján adunk. Az első nyolc feladat mindegyike
2 pontot, a továbbiak 8 pontot érnek. Kidolgozási idő 110 perc. Semmilyen segédeszköz nem használható!

E1. Írjuk fel a [︂
0 3

−2 0

]︂
mátrix polárfelbontását!

Az SVD-ből vagy „ránézésre”:[︂
0 3

−2 0

]︂
=

[︂
3 0
0 2

]︂ [︂
0 1

−1 0

]︂
.

E2. Írjuk fel az 𝑛-dimenziós tér egy origón átmenő hipersík-
jára való vetítés karakterisztikus és minimálpolinomját!

𝜒(𝑥) = (−𝑥)(1 − 𝑥)𝑛−1 = (−1)𝑛𝑥(𝑥 − 1)𝑛−1,
𝜇(𝑥) = 𝑥(𝑥 − 1)

E3. Stabil-e a 0 megoldása az x′ = Ax differenciálegyenlet-
rendszernek, ha

A =
[︂

0 0
1 2

]︂ nem, mert van pozitív valós részű sajátértéke.

E4. Milyen másodrendű görbe egyenlete az 𝑥2 − 𝑦2 = 0? metsző egyenespár: 𝑥 = ±𝑦

E5. Ha az 5×5-ös nilpotens A mátrixra A3 = O, de A2 ̸= O,
és A-nak nincs három független sajátvektora, akkor hogy néz
ki az A Jordan-féle normálalakja?

egy 3×3-as és egy 2×2-es blokk 0 sajátértékkel

E6. Az A mátrix sajátfelbontása A = V
[︂
4i 0
0 −i

]︂
V−1, ahol

V = 1
2

[︂
1 + i 1 − i
1 − i 1 + i

]︂
unitér. Adjuk meg A szinguláris felbon-

tását A kiszámítása nélkül.

A = U diag(4, 1)VH, ahol a V = [v1 | v2] jelö-
léssel
U = [iv1 | −iv2] = 1

2

[︂
−1 + i −1 − i

1 + i 1 − i

]︂
E7. Mennyi az

A =
[︂
3 0
4 0

]︂
mátrix 2- és ∞-normája?

‖A‖2 = 𝜎1 = 5 és ‖A‖∞ = 4.

E8. Határozzuk meg a 𝑞(𝑥, 𝑦) = 2𝑥𝑥̄ + i𝑥𝑦 − i𝑥̄𝑦 + 2𝑦𝑦 kvad-
ratikus alak jellegét!

pozitív definit, mert sajátértékei 1 és 3: ui.

𝜒(𝑥) = 𝑥2 − 4𝑥 + 3, mátrixa
[︂
2 −i
i 2

]︂

1. Írjuk fel a rekurzív 𝑥𝑛 = 6𝑥𝑛−1 − 12𝑥𝑛−2 + 8𝑥𝑛−3 egyenlet
általános megoldását és adjuk meg az 𝑥0 = 0, 𝑥1 = 1, 𝑥2 = 2
kezdeti feltételeket is kielégítő megoldást.

𝑥𝑛 = 𝑐12𝑛+𝑐2𝑛2𝑛+𝑐3𝑛22𝑛, 𝑥𝑛 = ( 3
4 𝑛− 1

4 𝑛2)2𝑛.



2. Adjuk meg az [︂
1 2
1 2

]︂
mátrix egy Schur-felbontását!

Sajátpárok: (3, 1√
2 (1, 1)), (0, 1√

5 (−2, 1), az el-
sőből vagy a másodikból indulva

UTUH = 1√
2

[︂
1 1
1 −1

]︂ [︂
3 −1
0 0

]︂
1√
2

[︂
1 1
1 −1

]︂
UTUH = 1√

5

[︂
−2 −1

1 −2

]︂ [︂
0 1
0 3

]︂
1√
5

[︂
−2 1
−1 −2

]︂

3. Legyenek egy 8 × 8-as A mátrix sajátértékei: 1, 2, 3. Az
A−2I mátrix hatványai nullterének dimenziói rendre legyenek
2, 4, az A − 3I mátrix esetén 1, 2, 3. Írjuk fel A Jordan-féle
normálalakját!

A 2 legalább négyszeres, a 3 legalább három-
szoros, így az 1 egyszeres multiplicitású:⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 0 0 0 0 0 0 0
0 2 1 0 0 0 0 0
0 0 2 0 0 0 0 0
0 0 0 2 1 0 0 0
0 0 0 0 2 0 0 0
0 0 0 0 0 3 1 0
0 0 0 0 0 0 3 1
0 0 0 0 0 0 0 3

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
4. Határozzuk meg a ⎡⎣3 1 0

1 3 0
0 0 4

⎤⎦
mátrix sajátaltereit, és írjuk fel a spektrálfelbontását (a saját-
alterekre való projekciók mátrixaival)!

Sajátalterek: 𝒱2 = span((1, −1, 0)), 𝒱4 =
span((1, 1, 0), (0, 0, 1)),

2

⎡⎣ 1
2 − 1

2 0
− 1

2
1
2 0

0 0 0

⎤⎦ + 4

⎡⎣ 1
2

1
2 0

1
2

1
2 0

0 0 1

⎤⎦

5. Adjuk meg az [︂
1 1 0
1 1 0

]︂
redukált és teljes szinguláris érték szerinti felbontását!

Érdemes ATA helyett AAT-tal számolni:

A = 1√
2

[︂
1 1
1 −1

]︂ [︂
2 0 0
0 0 0

]︂
1√
2

⎡⎣1 1 0
1 −1 0
0 0

√
2

⎤⎦
= 1√

2

[︂
1
1

]︂
[2] 1√

2

[︀
1 1 0

]︀

6. Householder-tükrözésekkel határozzuk meg az

A =

⎡⎣2 3 4
1 0 2
2 6 1

⎤⎦
mátrix QR-felbontását!

Q = H =

⎡⎣2 1 2
1 2 −2
2 −2 −1

⎤⎦,

A = Q

⎡⎣3 6 4
0 −3 2
0 0 1

⎤⎦

7. Egy A mátrix Jordan-féle normálalakja⎡⎣𝜋 1 0
0 𝜋 0
0 0 3𝜋

⎤⎦ .

Írjuk föl azt a legkisebb fokú polinomot, melybe helyettestve
A-t, megkapjuk a cos(A) mátrixot! Mennyi cos(A) értéke?

A polinom 𝑝(𝑥) = −1, így cos(A) = −I.

8. Legyen A invertálható mátrix. Keressünk olyan – a stan-
dard bázistól különböző – ℬ bázist, melyben az x ↦→ Ax le-
képezés mátrixa változatlanul A, viszont amelyben az xTAx
kvadratikus alak mátrixa 4A.

Könnyen ellenőrizhető, hogy a ℬ =
{2e1, . . . , 2e𝑛} bázis jó (és látszik, hogy
az állítás nem csak invertálható A-ra igaz.)
Ez kitalálható úgy is, hogy a feltételek szerint
A-ra: A = C−1AC, és 4A = CTAC. Ebből
CCT = 4I, aminek C = 2I egy megoldása, és
így ℬ = {2e1, . . . , 2e𝑛}.


