NEV NEPTUNKOD
Bevezetés az algebraba 2 1. vizsga — elmélet — elmélet 2017-05-31

A tesztkérdésekre 20, a definiciok, tételek preciz megfogalmazdsdra 10, a bizonyitdsok tomor, vildgos, korrekt
letrdsdra 10 pont kaphats. A wvdlaszokat irjuk a kérdéshez tartozd tires dobozba! Kidolgozdsi idd 60 perc. Segéd-
eszk6z nem haszndlhato!

1. Mindegyik allit4srol allapitsuk meg, hogy igaz vagy hamis (I|H)! (6 pont)
a) A valds szémsorozatok vektorterének bézisét alkotjik az e; = (0,0,...,0,1,0...) sorozatok, ahol az e;

sorozat i-edik eleme 1, a tobbi 07
b) Minden valds méatrix ortogonélisan hasonld egy valés fels6haromszog-méatrixhoz.
¢) A sajatértékek geometriai multiplicitdsainak Osszege egyenld a métrix Jordan-blokkjainak szdmaéval.
d) A vektorterek izomorfidja ekvivalenciareldcié.
e) Minden valds négyzetes métrix poldris felbontdsa egyértelmii.

f) Komplex szimmetrikus matrixok sajatértékei valésak.

HNNIN.

2. Melyik altér az alabbiak koziil az R feletti valés n x n-
es matrixok vektorterében? Az n X n-es (a) invertdlhatd
métrixok, (b) zérus métrix egyediil, (¢) diagonalis métrixok,
(d) A-val foleserélheté méatrixok, (e) egész elemii mdtrixok.

(2 pont)

3. Hogyan valtozik egy komplex bilinedris fiiggvény A Gram-
maétrixa, ha a B bazisrdl a C bazisra térink at, és a B+ C
attérés T matrixdt ismerjiik? (2 pont)

4. Legyen U = V & W, legyen V 1. W. Legyen U bézisa
{uy,ug,...,u,} Ggy, hogy V béazisa {uy,...,u,_1}, W bézisa
{u,}. Irjuk fel a V hipersikra valé tiikrozés egy sajatvekto-
rokbdl allé bazisara vonatkozé matrixat. (2 pont)

5. Legyen I egy test. Melyek az F — F linedris leképezések?

6. Egy valés normalis matrix valés blokkdiagondlis alakja-
nak atléjaban milyen 2 x 2-es és 1 x 1l-es blokkok vannak?
(2 pont)

7. Tekintsiik komplez métrixokon az aldbbi métrixtulajdonsdgokat: (A4) énadjungdlt, (B) ferdén onadjungdlt,
(C) normélis, (D) unitér, tovabba a kovetkezOket: (a) unitéren diagonalizalhatd, (b) unitéren diagonalizdlhatd
egy val6s diagondlis métrixszd, (¢) unitéren diagonalizdlhaté egy valds diagonalis matrix i-szeresévé. (2 pont)

Mindegyik nagybetiis tulajdonsagot allitsuk parba valamelyik
kisbet{issel, és jelezziik a koztiik 1év6 implikacié irdnyat (azaz
X &y, X =y, X < y alakd kapcsolatok listajat kérjiik).

8. A téblazat bal felében egy valds vektortér linearis transz-
forméacidinak listajat, jobb felében sajatértékeikre vonatkozd
feltételek betilikkel jelolt listajat talaljuk. Parositsunk: melyik

transzforméciénak milyen sajatértékei lehetnek. (2 pont)
sorszam  transzformaécié betl A
1: szimmetrikus A Al =1
2: antiszimmetrikus B A>0
3: nilpotens C: ixeR
4: pozitiv szemidefinit D A=0
5: unitér E AER




9. Mit értiink azon, hogy egy V vektortér a W; (i = 1...k) altereinek direkt Osszege? (definicid) (2 pont)

10. Definidlja egy métrix minimélpolinomjanak fogalmat! (2 pont)
11. Mondjuk ki a spektralfelbontésra vonatkozé tételt! (8 pont)
12. Mondjuk ki a Fisher-egyenl6tlenségrdl szolé tételt! (8 pont)

13. Mondjuk ki és bizonyitsuk be a linearis egyenletrendszerek optimalis megoldasanak QR-felbontassal vald
eléallitasarol szolé tételt! (5 pont)

14. Igazoljuk, hogy egy valés métrix pontosan akkor szimmetrikus, ha ortogondlisan diagonalizalhaté! (5 pont)




