NEV NEPTUNKOD
Bevezetés az algebraba 2 2. vizsga — elmélet — elmélet 2017-06-07

A tesztkérdésekre 20, a definiciok, tételek preciz megfogalmazdsdra 10, a bizonyitdsok tomor, vildgos, korrekt
letrdsdra 10 pont kaphats. A wvdlaszokat irjuk a kérdéshez tartozd tires dobozba! Kidolgozdsi idd 60 perc. Segéd-
eszk6z nem haszndlhato!

1. Mindegyik allitasrol dllapitsuk meg, hogy igaz vagy hamis (I|H)! (6 pont)

a) Egy méatrix minimdlpolinomja pontosan akkor egyezik meg a karakterisztikus polinomjival (vagy annak.
—1-szeresével), ha Jordan-normalalakjiban minden sajatértékhez egyetlen Jordan-blokk tartozik!

b) A vektorterek izomorfidja ekvivalenciareldcid.

¢) Egyetlen zérusmatrixt6l kiillonboz6 nilpotens méatrix sem diagonalizalhato!

d) Egy pozitiv szemidefinit matrixnak van olyan ortogonélis diagonalizalasbol szarmazé sajatfelbontdsa,
mely megegyezik szingularis felbontasaval.

e) Minden valés n-edfokd p polinomhoz van olyan val6és n x n-es matrix, melynek p a minimalpolinomja.

f) Minden val6s métrix ortogondlisan hasonlé egy olyan valés matrixhoz, melyben a szubdiagondlis (azaz
kozvetleniil a f64tl6 alatti) elemek alatt minden elem 0.

2. Melyik altér az alabbiak kozil az R feletti polinomok R[z] | (a) igen, (b) nem, (c) igen, (d) igen.
vektorterében? (a) azok az R[z]-beli polinomok, amelyeknek
a —1 gyoke, (b) a paros fokt R[z]-beli polinomok, (c¢) a leg-
feljebb n-edfokd valdés egyttthatés polinomok, (d) amelyek
integralja a [0, 1] intervallumon 0. (2 pont)

3. Miegy A € C"™*" métrix nullterének (komplex) merSleges | O(AM) vagy S(A).
kiegészit6je? (2 pont)

4. Milyen feltételek mellett konvergens a lim,, o, A™ sorozat? |p(A) < 1 vagy p(A) = 1 és a spektrdlkoron
A = 1 az egyeteln sajatérték, és a A = 1 algebrai
és geometriai multiplicitasa azonos.

5. Mit tudunk egy matrix féminorairél, ha a matrix negativ |ElGjelei rendre — + — + ...
definit?

6. Legyen FF egy test. Melyek az F — T linearis leképezések? | Az x — cx leképezések, ahol ¢ € F konstans.

7. Adjuk meg, hogy a tablazat bal oszlopaban kvadratikus alakokra megadott tulajdonsig mely zérustol kiilon-
bo6z6 bilinedris fliggvény esetén teljesiil. (2 pont)

kv. alak tulajdonsag bilin fv. tul

1: azonosan nulla A: ferdén Hermite 1C, 2B, 3A (az 1C mellett a 2C is emlithetd,
valés értékil B: Hermite mert a 0 valés is)
3:  képzetes C: valéds ferdén szimmetrikus
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8. Az alabbi tablazat bal felében méatrixtulajdonsigok, jobb oldaldn hasonlésdgok tipusai és a diagonélis ele-
mek tulajdonsigaibdl all6 (esetleg hidnyos) parok listajat talaljuk. Minden sorszédmozott métrixtuljadonsdghoz
keressiik meg a neki legjobban megfelel6 hasonlésag-diagondlis part. (2 pont)

matrix hasonlésag  diagonalisok

: valés szimmetrikus : unitér egységnyi absz.ért.

A
: 6nadjungalt B: unitér 1D, 2E, 3B, 4C, 5A
: komplex normalis C: ortogonalis 1 x 1-, 2 x 2-es blokk
D
E

: valés normalis : ortogonalis
: unitér : unitér valos
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9. Mit értiink matrixnorman? (2 pont)
10. Mit értiink egy sajatérték algebrai és geometriai multiplicitdsan? (2 pont)
11. Mondjuk ki a spektrélfelbontdsra vonatkozé tételt! (8 pont)
12. Soroljuk fel a pozitiv definitség matrixfelbontasos ekvivalenseit! (8 pont)
13. Mondjuk ki és bizonyitsuk be a Sylvester-féle tehetetlenségi tételt! (5 pont)

14.

Bizonyitsuk be, hogy 6nadjungalt matrix minden sajatértéke valds!

(5 pont)




