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Norma

Euklideszi vektornorma és p-norma



D Az x vektor euklideszi normaja vagy mas néven abszolut értéke

n
X[, = | > x2 = VXTx, haxeR",
i=
—
X[, = 4| D x> = VxHx, hax e C".
i=

m Manhattan (|x| + |v|), képméretezés (max{|x|, |v|}).
D Ap>1valdsra azx e C" vektor p-normaja |, = (XL, |xi\P)1/p,
mig ennek hatarértéke a co-norma, azaz |||, = limp—ec [|X|[,-



m 1-norma = racsnorma = Manhattan-norma
A oco-norma = maximum norma, azaz

. /p
i = I .|P = .
IXlloo = tim lIx]l, = fim. (Z il ) = max x|

=1

B a legnagyobb abszolit értékd koordinata xmax (|Xi|/|Xmax| < 1)

n
1< Z |X:‘/Xma><|p <n.
=1

Mindegyik kifejezést 1/p-edik hatvanyra emelve, majd |Xmax|-Szal
beszorozva kapjuk, hogy
. 1/p
< |Xmax’n1/pa

n

‘Xmax‘ < ’Xmax‘ (Z

=1

Xi
Xmax




Egységsugari korok
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Norma

A norma altalanos fogalma



A norma definicioja

A Az eléz6 normak alaptulajdonsagai:
+ x|l = 0
« x| =0 <= x=0(~ad(x,y) = ||x — y| tavolsagfiiggvény
szeparalja a pontokat, azaz két kiilonbozd pont tavolsaga
sosem 0)
¢ |lex|| = Ic|||Ix]| (pozitiv homogenitas)
o Ix+y| < ||| + Iyl (haromszégegyenlbtlenség)
D Azf:R" — R (vagy f: C" — R) fiiggvény norma, ha Vx,y € R"
(e C") vektorra ésVc € R (€ C) skalarra
« f(x)>0,éesf(x) =0 < x=0,
+ (o) = [clf(x),
* fx+y) < f(x) +f(y).



Néhany tulajdonsag

m

m
m

b1\

x|l = || — x|| barmely ||.|| normara igaz, hisz

=Xl = =1 {Ix]] =[]

haromszogegyenlétlenség masik alakja: ||z — x|| > ||fzl| - [X] |
Minkowski-egyenlotlenség a haromszogegyenlotlenség
p-normara:

X+ yll, < X, + Iyl - (1)
A Holder-egyenlotlenség a CBS-egyenlotlenség altalanositasa:

T 1
[x"y| < 1IxIl, Iyllg , ahol SRRl (2)

Ha x — [|x|| egy norma, és A egy egy-egy értelmu linearis

leképezés, akkor az x — ||Ax|| leképezés is norma.

Minden norma folytonos fliggvény.

haromszog-egyenldtlenséghol ;



Norma

Vektornormak ekvivalenciaja



_|

maxi{{xi} < /a2 + -+ X2 < bl + - + [xa, azaz

Xl oo < 11Xl < X[l -

Masrészt
Xl < v lixlly s X1, < v lixlloe €s [IXlly < n Xl -
Al.ll, €s |I.]l, normak ekvivalensek, ha van olyan c és d pozitiv

valos szam, hogy I, < c|ly & ||, < d .l
Az 1-, 2- és co-normak ekvivalensek
A R" (C") téren értelmezett barmely két norma ekvivalens.

m A biz. otlete: elég az ||.||;-normaval valo ekvivalenciat bizonyitani,

azaz hogy 3¢, dVx: c||x|la < [|X]l1 < d||x]|]« Abal < a
haromszogegyenldtlenséghdl, a jobb a Bolzano - Weierstrass-
tételbol adodik. Csak veges dimenzios terekben igaz a tétel, itt
tehat a konvergenciakérdésekhez barmelyik norma jo.



Egyenlo tavolsagra lévo pontok

F lgazoljuk, hogy R"-ben az euklideszi metrikaban mérve legfoljebb
n -+ 1 olyan pont van, melyek paronkénti tavolsaga azonos.

M Van n+ 1ilyen pont: eq,ey,...,en € R koziil barmely kettd
tavolsaga ||le; — ej| = V2, masrészt e vektorok végpontjai benne
vannak az x; + X + ... + Xp41 = 1 hipersikban, ami n-dimenzios.

- Nincs tobb: Tfh vg,vq,..., v, € R" és ||v; — vj|| azonos minden
i # j-re. Feltehetd, hogy vo = 0 (kiilonben az egyik vektort
kivonjuk mindegyikbdl), és hogy minden tavolsag /2 (kilonben
minden vektort egy megfelel6 skalarral szorzunk).

- Ekkor mindeni>0-rav;-v;=2,i#j,j>0-rav;-v; =1, ul.

2 = |Ivi=vill* = (vi=v))- (vi=V;) = [Vill> + [Ivj[1> = 2v;-vj = 4 =2v;-v;.



- Tekintsik az A = [vq|vy| ... |Vg]nxr matrixot. Ekkor

2 01 .1
12 .01
AA=|
1 1 7]
- A'Ainvertalhato, ugyanis
2 1 .1 R+1 k+1 ... k+1
. 12 .1 1 2
AAl=|. . =
1 1 2 1 1 2
11 1 17 1 1
1 2 ... o1 ... 0
=R+ . . |=Ck+D]. . |=kR+1#0.

T .2 0 1

0
- AAinvertalhato ~ r(A) = r(ATA) =R~ R<n~k+1<n+1



a b

b a
FOIAl=| .

b b

M A=DbJ+(a
0 0

] ~

0 0

b
b
=7
... a
—b)l =p(J), ahol p(x) = bx+a—b.
0 0 0 ... 0
0 0 0 ... 0
~A=p(J)~b|. . |+ (a=-Db)l=
n 0 0 n
0
0

~ |A| = (a—b)"""(a— b+ nb)

a—-b+nb

F Adj unk meg R"-ben

()

) 2n pontot, amelyek az 6sszegmetrikara és

(b) 2" pontot, amelyek a maximummetrikara
nézve paronként egyenlo tavolsagra vannak egymastol.

"
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Matrixnorma

Vektornorma matrixokon



b

Az A € C™*" matrix Frobenius-normaja

m n m 5 n 5
1Al = JZZ |agl? = JZ 1Al = JZ [[A]l5-
i=1 =1

i=1 j=1

Frobenius-norma ekvivalens alakjai:

|All = \/trace(A"A) =

2
[A"AL; = (A1

nyom = sajatértékek 0sszege

Barmely x € C" vektorra és A € C™*" matrixra ||Ax||, < [|All¢[IX]]; -
Cauchy-Bunyakovszkij-Schwarz-egyenlotlenséghdl:

n n
2 2 l1y (12 2 (1y |2
A5 = D IAux|> < D ALl XI5 = IAlFIX] -
=1 =1

12



Matrixnorma

A matrixnorma altalanos fogalma



|I.]| : K"™" — R matrixnorma, ha
(1) ||A| > 0, és ||A|| = 0 pontosan akkor all fenn, ha A = 0O,
(2) lcAll = Ic| 1A,
(3) [IA+ B[ < [|A]l +[B]]
(4) [IAC]l < Al [IC].
||| egy tetszéleges vektornorma. Ekkor az

[A]l = max [|AX|

lIxlI=1

egyenléséggel definialt fliggvényt a vektornorma altal indukalt
matrixnormanak nevezzk.
Jeloles: [[All, = max, =1 [|AX],
Ha linearis leképezésre értelmezzik, operatornormarol beszelink.
A normak ekvivalenciajabol ~» barmely normaban az egyseggomb
korlatos és zart ~ a x — Ax fliggvénynek van maximuma és
minimuma
Ekvivalens alakok: [|A]l = supjyo ”‘C(’h” = MaX|||o I

Ax||
Xl



A Frobenius-norma matrixnorma

(1), (2), 3) igaz, mert ||.||r a K™"-ben = |||, a K" -ben.

(4) korabban biz: [|AX]l, < [|All¢ [X]l, ~ |AB]Z = [[A[bs]... [by][2 =
I[Abs] . .. [Aby]|[7 = SI, [|Abj[15 < [AlIF 3 IIbill3 = [IAIZ 1IBI7

Az indukalt norma matrixnorma.

(1)1A#OWHx7éO:Ax7é0W”HA):(“

(2): max{lcAX]| = [[x]| = 1} = max{|c| [|Ax]| : [Ix]] = 1} =

el maxglax] < [x]] = 1}

(3): ¥ [Ix]| = 1: [(A+ B)x]| = [|Ax + Bx]| < [|AX]| + |Bx]| < [IAl| +|B]|
() ¥ xl) = 1 [IAB)X]| = |A(BX)I| < [IAI|1BXI| < [IAI|IB] x|l =
A 8]

>0

14



Matrixnorma

Az 1-, 2- s co-norma matrixokra



T Legyen A e C™*" ekkor
n
|Al; = max > |aj| = legnagyobb abszolit oszloposszeg,
i=1

m
Ao, = max > |a;| = legnagyobb abszolit sorésszeg,

J=1
IAll, = [|A"]|_ = max max |y'Ax| = o,
All H HZ X1, =1 llyll, =1 |
Ha az A € C"™" invertalhato, akkor
1 1

A‘1H = max = — —
H 2 i =1 [|AX]], oA IAX[l;  on
-

I

ahol o, az A legkisebb (pozitiv) szingularis értéke.
m Az 1-, a co- €s a 2-normara szokasos masik elnevezes:
oszlopnorma, sornorma és spektralnorma.

15



B p=1:ha|x|, =1, akkor

m

IAX]ly =

=1

m n n m
<O aglxgl =D I lagl

i=1 j=1 j=1 =1

n
> aiX;
j=1

n m m
< (Z |Xj|) mjaXZ |ajj| = mJaXZ|OU|
= = = "

E max elérhetd, ha a k-adik 0szl.0ssz. @ max ||Aegll, = maxz |ajl
i=1

p = oo: ha ||x||, =1, akkor

n

> aiX;

=1

n n

< max 3 laylbgl < max 3 |ayl.

| g P

Ez a maximum el is érhetd: ha a k-adik sor a max, akkor az
. ( dr Ogy [ >
- bl EAR
|G| |Qe] [er™

vektorra [|x||o, = 1és [|AX]|,, = max; [, |aj.




- p=2: ACBS-egyenlétlenség szerint |y"Ax| < |ly||, [|Ax

21 igy

max max |y"Ax| < max [|Ax||, = ||A]l, .
Xl =11yl =1 lIX]l,="

Legyen Xp az a vektor, melyben ||Ax||, a max

AXO AXO
|AXoll, = max [|AX]l, = ||Al,, Yo= _ Xo
s A, ~ TAI,

HaH 2 2
i XIATAXG [[AxolE A2
YbAX = = = 1202 — A,
: A, AL, JAl




Az ||A|l, = o1 igazolasahoz a kovetkezé maximumot keressiik:

2 HaH
2 ||AX]| X"A"AX
”AHz = max 22 - H
X#0 HXHZ x£0  X"X

Legyenek vs,.., v @ jobb szingularis vektorok, ekkor barmely
X =37 CjV; # 0 vektorra

. IATAV, xHAMAx NG Y= XN)E .

1= po > M T Ty AT = >0,
viivy xHx > c}? > CJ.Z

tehat [|A2 = Ay, azaz ||A]l, = VA1 = .

1 _ T 1 _ A=y,
min AKX, Il TAX,  yso A A || e iyl
Ix=1" ’ 2 H AT 2

= [~
-

A~ szingularis értékei az A szingularis értékeinek reciprokai ~
A~" legnagyobb sz.ért. az A legkisebb sz.értékének reciproka.



A Frobenius-norma nem indukalt norma.
Otlet: A=

Minden onadjungalt A matrixra ||All; = [|All«
Minden normalis A matrixra ||All, = p(A)
Minden unitér A matrixra ||All = v/n, ||All, =1,
T<|IAlly, Al < V0

19



Alkalmazasok




Eckart-Young-tétel

T Kis rangl approximacio tétele — Eckart-Young-tétel A r-rangq,
k-adik szingularis értéke oy, jobb és bal szingularis vektorta vy,
illetve uy. Legyen

R

T

A, = ZO’,‘U,’V[ o
=1

Ekkor A, az A matrix legjobb legfoljebb k-rangl kozelitése, azaz

;
min [|A— Bl = [|A—Agllf = o2,
B, A =Bl = 1A= Adlp= || 3 o

min 1A~ Bll, = 1A~ A, = oy

20



B 2-normara: r(B) < k,igy dimN(B) > n — k.

Legyen V = span(viy,Va,..., Vg 1) @ R+ 1legnagyobb szing.ért.hez
tartozo jobb szingularis vektorok altal kifeszitett altér.

Ha kR > r, akkor kesz vagyunk, A legjobb kozelitese A és oy 1 = 0.
Feltehetd r > R~ dimN'(B) + dimV > (n —R) + (kR+1) > n ~
NB)NY £

w e N(B)NY, ||wl|, = 1. Ekkor

2 2 2

IA =Bz > [I(A = B)w]); = [[Aw]];

k1 k+1
—2‘72’V w|? > Jk-HZW w|? = o4

i=1

Masrészt A — Avll, = ki, Tey 1A — Bll, > |A — Al

21
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