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Differenciaegyenlet-rendszerek



Fibonacci-sorozat explicit alakja

P AFibonacci-sorozat Fp =0, Fy =1, Fay1 = Fn + Fn_1 (0,1, 1,2, 3, 5,
8,13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, 377, 610, 987....) explicit alakja:

(59 -(55)

M Keressunk a rekurziv képletre F, = A" alakd megoldast!
AT = A1 L A= s D2 X 1= 0~ Mgy = 58
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. . 1
Az (1,X;, X2,...) sorozatok lin. ftlenek, ui. 15 15
2 2

£0

- Linearis kombinacioik mind megoldasok: ¢; (”T*/g)n + (%/g)n
- Akezdeti feltételek (Fo = 0, F; = 1) kielégitésehez megoldando

a+c6 =0
1+v56  1-45 = ==
Cq + &

-

= 1
2 2 2




Allando egyiitthatds homogén linearis differenciaegyenlet

D d-edrendu allandd egyltthatos homogén linearis
differenciaegyenlet:

Xn = Q1Xn_1 4+ 2Xp—2 + ... + AgXp—d, (DAE)
ahol ay,ay,...,ay és a kezdeti feltételul szolgalo xo, X1, . .., Xg_1
adott konstansok, x4, Xg41, - . . Ismeretlenek.

A Ha (X0, X1,X2,...) €s (Yo, V1, Y2, ... ) megoldasai egy (allandd
egyiitthatos) homogén linearis differenciaegyenletnek, akkor
tetszoleges ¢, d € R konstansokra (cxg + dyo, cxq + dy1,...) is.

D A DAE karakterisztikus polinomja
x(t) = t9 — aqt9=" — apt9=2 — ... — aq, gyokei a sajatértékek.

- E definicio eredetét hamarosan megvilagitjuk.



Differenciaegyenlet-rendszerek

Differenciaegyenlet-rendszerek megoldasa



Differenciaegyenletrendszer (DAER)

D Elsérendd linearis differenciaegyenlet-rendszer:
Xni1 = AXp homogén
Xnt1 = AXp + bp inhomogen

ahol Xg, bg, b1, by... ismert vektorok, x,, ismeretlen, ha n > 0.
T Azelsérendl linearis differenciaegyenlet-rendszer megoldasa

Xn = A"Xq, (homogén)
n—1 )
Xn =A% + > A"'"'b;, (inhomogén)
i=0
ahol n > 0.

B Behelyettesités v'. A rekurziobol kovetkezik a mo. egyértelmisége.



Milyen A € C"*" matrixra igaz, hogy az X1 = Ax, + b sorozat
minden b, xq € C" vektorra konvergens? Mi a hatarértéek?
A tétel szerint xp = A™g + (I + A+ A2 + ... + A" ")b: ekkor xg = 0
esetén Vb-re konv <= I+A+... + A" Tkonv < p(A) <1
o liMpsee A" =0, liMpsee [ +A+ ..+ A = (1= A) T
Xn — OXg + (I — A)~'b = (I — A)~"b, ami nem fiigg xo-tol.

2 1 1 :
Konvergens-e az x, = 3 [1 _11 Xn_1+ [_2] sorozat? Mi a
hatarérteke?

x(=1) >0, x(0) <0, x(1) > 0~ p(A) < 1~ asorozat konvergens!

sme-o-no- [ 3 L[ 1L



m Minden allando egyltthatos d-edrend( homogeén linearis
differenciaegyenlet atirhato elsérendi homogén linearis
differenciaegyenlet-rendszerré (DAER): ha

Xpn — 1Xp—1 — ... — AgXn—g = 0 (Xd — AXg—1 — ... — QgXo = O), akkor
X1 0 1 ... 0 X0
) o , X = Axg ill.
Xd—1 0 0 oo Xd—2
Xd | _Gd Ag—1 ... CI1_ | Xd—1
. ) . y Xng1 = AXH)
Xnd—1 0 0 ... 1| [Xntd—2
Xntd | |dd Ad—1 -+ 1| [Xntd—1
ahol xp = (Xn, ..., Xntd—1), €S A a x(t) kiséré matrixanak

transzponaltja, melynek sajatértékei épp a DAE sajatértékei, és
melyre u(t) = +x(t), igy minden sajatértekéhez egy J-blokk



Differenciaegyenlet-rendszerek

Differenciaegyenlet megoldasa



T DAE 0sszes megoldasa:
1. Ha X sajatértéke a (DAE) DAE-nek, akkor az x, = A" sorozat
egy megoldas.
2. Ha a (DAE) spektruma {\,..., s}, ahol a \; algebrai
multiplicitasa a;, akkor a (DAE) 6sszes megoldasa eldall

8§ @@=

=) Z A

i=1 j=0
alakban. A ¢j; egyutthatok megkaphatok a kezdeti
feltételekbol.
3. Specialisan, ha a (DAE) sajatértékei mind kiilonbozdek, akkor
az 0sszes megoldas eldall

d
= Z C,‘/\,n
i=1

alakban.



B 1. X()\):OW)\d:G1>\d_1+(]2>\d_2—}—...—|—adw
M= A" 4+ A2 4 4 agA" "9~ X7 megoldas.
- 2. Xp = AXp_1 ~ Xy = A"Xg ~ Xy = CJ"Cxo.
- )7 egy a algebrai multiplicitasd A\-hoz tartozo diagonalis blokkja
n

A1 oo 0 AT (DA

0 X ... 0 0 A"

00 ... A 0 0 ...
axa

- E blokk minden eleme a A", n\", n?\", ... n@~1\" elemek konstans
(n-t6l fuggetlen!) egyltthatokkal vett linearis kombinacioja (pl.
(MAP=T = ()7, (YAT=2 = B-0A=2 — (2 )n2A7 — (ZynAn,..)
~ C)"C~" minden eleme a A", A7, n?A7, .., n%~AM elemek
linearis kombinacioja, ahol a; a A\; multiplicitasa.

- 3. kovetkezik az el6zobol, hisz ekkor a; = 1 minden
I=12,...,d-re.



Xn = 5Xn_1 — 8Xp_2 + 4Xp_3, X0 =0, X1 =1, X, = 5.
XA) =X =5 +8A—b=A—-1)(A—2)> ~
Osszes megoldas: x, = 11" + 2" + c3n2".
Kezdeti feltételekbdl: c1 =1, ¢, = —1,¢c3 =1,
Xp=1-2"+n2",(0,1,5,17 49, 129,..)

Xn = —2Xn_1—5Xpn_2, Xo =X = 1.

XA) =X +22+5=A+1=20)(A+1+2i) ~
Osszes megoldas: xp = ¢1(—14 2i)" + c(—1 — 2i)".
Kezdeti feltételekbdl: ¢1 = (1—1)/2,c; = (1+1)/2,

T—i T+1i
1420+ ——
> (=14+2i)" 4+ ;.

A = (=1-2)",(1,1,-7,9,17,-79,.)



P Konvergens-e az Xpi1 = 2Xn — #Xa—1 -+ 150rozat? Mi a hatarértéke?

Xn 0 1] [xns 0 —x 1
b I + 101 =(x—3)"~
Xn+1 5 %] [ Xn L 5 3 X
A =3~ p(A) =] <1~ asorozat konvergens.

R R e - T
5 & | 4
3
i

im | X =% O = Y - tim o =1
n—oo Xn41 -z 1 1 1 n—oo

m ha tudjuk, hogy konv, akkor tfth x, — a ~ xp_1 — @, Xp41 — a €s
Xn41=2Xn — Xp—1+1~a=1a—za+1~a=1
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Differenciaegyenlet-rendszerek

Differenciaegyenletek alkalmazasai



P Szamitsuk ki az alabbi n-edrendl determinans értékét:

Dn:2

0

(n—-2)

"



2 —1
—1 2
MN—22+T~A=1
A két fuggetlen megoldas (1,1,1,1,...), (0,1,2,3,...)

Diici+0=2,DyC+200=3~C1=0=1

D1:2,D2:| =3

12



P Szamitsuk ki az alabbi integral értékét, ha a € R konstans, a # kn:

| _/7r COS NX — COS na
"7 Jo cosx—cosa

M lo=0,h=m, 1 —(2cosa)lp + Ip—1 = 0, ugyanis
/“cos NX COSX — SiNNXSin X — CoOSnacosa -+ sinnasina
0

COSX — Ccosa
COS NX — CoS na
—2cosa
COSX — Cosa
COSNXCOSX 4+ Sinnxsinx —cosnacosa — sinnasina dx
COSX — Cosa

:/ 2cosnxdx =0, mertn > 0.
0

13



2cosaxv4hcos’la—4 4
=e
2
az alapmegoldasok: (1,e% 20 301 ) (1,79 e720i =301 )

M —(2c0sAA+T1=0~ Ay =

C1+C =0, cel 4+ e =7~

2 ™
Gi(2isina) =7~ ¢ = ———
( ) 2isina
T o T o sin na
n = ————(cosna+isinna)— ———(cosna—isinna) = m—
2isina 2isina sina

14



Differencialegyenlet-rendszerek




Elsérendd explicit nemlinearis differencialegyenlet-rendszer:
X' =f(t,x), aholf:RxR" = R", x:R — R"
Autonom, ha idofliggetlen:
X' =f(x), aholf:R" - R", x: R —» R" (1)
Allando egyltthatds homogén linearis (autondm linearis), ha
x' = Ax, ahol A € R™*", (2)

Az autonom DER egy konstans x(t) = u megoldasat egyensulyi
helyzetnek vagy egyensulyi pontnak nev.

A konstans u pontosan akkor egyensulyi pontja az (1)
egyenletnek, ha f(u) = 0.

Invertalhato A esetén a (2) linearis DER egyetlen egyensilyi
helyzete a 0.

VA€ R™" Vtg € R,VXxo € R" 3'x : R — R" diffhato fliggvény,
hogy Vt € R : X'(t) = Ax(t) és x(tp) = Xo.



D Az x(tp) = Xo feltételt kezdeti feltételnek, az x'(t) = Ax(t),
X(to) = Xo egyenleteket kezdetiertek-problémanak hivjuk. Az
{x(t) | t € R} C R" halmaz az x(t) trajektoriaja.

m A tétel szerint a x/(t) = Ax(t) DER megoldasainak trajektoriai
atfedés nélkul lefedik R" minden pontjat.

cet
cet

P X =Ixmo:x(t)=| = | =elc, X = —Ixmo: x(t) = e"‘c.

cpet
A trajektoriak az elsé esetben az origobol indulo, de azt nem
tartalmazo félegyenesek, €s az origd, a masodik esetben az

origoba futo, de azt nem tartalmazo felegyenesek, és az origo.



Fazisportrék R?-ben

Fazisportré: néhany trajektoriat és/vagy néhany x pontban az x’
iranyat jelzd vektort abrazol a fazissikon:

Y y

NN\ Vs
SNNANN NV s
NN N N W MWV /LSS
NN NANN\N MWV s =
~ SN N N W4 f & e
S w S o e
—_ o 2 [t \x ~ o~ =
Pl A/ A N (N NS SN~
B LAY AN AN NN
z 777 )t VNN AN
Y/ AN RENNENNN
s/ 7 ) E T VAN
Az X' = Ix és az X' = —Ix differencialegyenlet-rendszerek

fazisportréi. 7



] Xq =X 1
P Oldjuk meg az ,azaz X' = X DER-t!
X/2 = —Xq -1 0
o . csint i
M Nyilvan megoldasok az x(t) = ol ¢ > 0 vektoréertéku
€ Cos

fuggvények. Mivel ezek a stk minden pontjan atmennek,
megadtuk az 0sszes megoldast!
- Afazisportré:




D Azautonom x’ = f(x) (f: R” — R") egyenletrendszerek
megoldasai az R" térben gorbeként abrazolhatok. Az R" teret
fazistérnek, a trajektoriakat, és/vagy egy racs x pontjaiba hizott x’
vektorokat is tartalmazo abrat fazisportrének nevezik.

- Egy ,phase portrait” mathlet

- A Wikipédia a fazis-sikrol, és az onnan szarmazo rajz a kovetkezd
oldalon:

19


http://mathlets.org/mathlets/linear-phase-portraits-matrix-entry/
https://en.wikipedia.org/wiki/Phase_plane

A fazisportrék kapcsolata az egyilitthatomatrixszal

dx _ p=A+D
dat TAXTEY g-ap-BC

g—¥=Cx+Dy A=p*-4q
20



Az (a,b) intervallumon értelmezett x4(t), Xo(t), ..Xn(t) fuggvények
fuggetlenek (a, b)-n, ha ¢1x:(t) + - - - + cnXn(t) = 0 csak akkor
allhat fenn minden t € (a, b) helyen,hac;=---=c¢c, =0.

Az x' = Ax DER megoldasai n-dimenzios alteret alkotnak az

R — R" fuggvények terében.

Ha x;, X, megoldas, ¢ € R, akkor cxq + x; is ~» alteret alkotnak.
L! x; megoldasa az x;(0) = e; kezdetiértek-problémanak
(i=1,...,n).

VXg eléall az e;-k lin.komb.jaként ~ V k.é.p-nak van megoldasa,
ami az x;-k lin.komb.-jaként megkaphato.

Az x; megoldasok fliggetlenek, mert az e;-k is azok.

Az 0sszes megoldashoz elég n fliggetlen megoldast talalni.

Az X' = Ax DER megoldasai terének valamely bazisat
alaprendszernek nevezzuk.

21



L

A Jordan-blokkok fliggvénye alapjan

A 1 0 ... 0] [
O XN 1 ... 0
J=10 0 X ... 0| eseténelt=¢|0
10 0 O Al 0
L (eAt)/ — AeAt
/
B (eAt)/ _ Z f(At)k _ Z Ah’t/?—1 _
— R! - (kR—1)!

Ai 1 Af?*'ltk’f'l _ AeAt.

(k—1)!

22



Linearis DER megoldasa

Az X'(t) = AX(t), x(0) = Xo kezdetierték-problema megoldasa
X(t) = eAxo.

(eMxp)" = Aefxo, vagyis megoldas, masrészt kielégiti a kezdeti
feltételt, ui. er%%g = Ixg = Xo.

Minden kezdeti feltételhez egyetlen megoldas van, és az 6sszes
megoldast megadja.

eAt oszlopvektorai alaprendszert alkotnak.

Mivel minden megoldashoz tartoznak kezdeti feltetelek, és
minden kezdetiérték-probléma megoldhato az €At oszlopainak
linearis kombinaciojaként, ezért minden megoldas et
oszlopainak linearis kombinacioja.

23



P Oldjuk meg az

M xa(A) =X —6A+9=(A—3)2~ N\, =3

- Sajatvektor: (1,1)t, Jordan-lanc: (—1,—1) « (1,0)

P b I e e T
-1 0 1T =1 0 3

N e’ tej: oM clicT = —t+1 0t
0 e -t t+1
- Az altalanos megoldas: x(t) = eAxq
1 —t+1 t 1 t+1
Cox(t) =M || = e + _t|tT
2 —t t+11 (2 t+2

24



1;>\1:3,m1:2,j20,1,i:1a

pOX)=fDN), j=0,1,....m—=1,i=1,..,k
képletben.
- 00 = e Fx) = te,
- p(x) =ax+b,p'(x) =q,
f3)=pB) et=3a+b a = tet
f3)=p@) t*=a b=(1-3t)e™
- p(x) = tedx + (1 - 3t)e3 ~

2 1 1T 0
eAt: A :t3t 4+ (1—3t 3t — ol
pm=tet| 2 M a-aner |l Ol =e

1 —t
Cox(t) =M | = e S I L
2 -t t+1] |2

—t+1 t
—t t+1

t+1
t+42




P Oldjuk meg (az el6z6 feladat alapjan) az

. [—2 =1 1
X' = X, Xo=
1T —4 2

kezdetiérték-problémat!
M Az egyltthatomatrix —1-szerese az el6z6 feladaténak, igy a
sajatértékek A2 = =3 ~ p(x) = te 3 + (1+ 3t)e

~ az altalanos megoldas:

2 10 t+1  —t
t —3t 4+ (143t —3t — =
‘ [ o TOFITT =
P . t+1 —t 1 —t4+1
A k.é.p. megoldasa: e3¢ * =g & *
t —t+1| |2 —t+2

26
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rendszerek fazisportréi.

Azx’:[



P Adjuk megazx' =

1 . .
O] X 0sszes megoldasat!

M x(A) =X +1, A=
Az Hermite-polinom p(x) = ax + b, a fliggveny f(x) = e*:
=1s e = cost+isint=ai+b a=sint
x=—-i: efU=cost—isint=a(—i)+b " b= cost
~» p(X) = (sint)x + cost
- A matrix behelyetttesitése: e’ = p(A) = (sint)A + (cost)l =

) 0 1 170 cost sint
sint + cost = . .
-1 0 0 1 —sint cost

. . cost sint
Az 0sszes megoldas: x(t) = l ] X

—sint cost

. . . ccost
F  Korabban azt kaptuk, hogy az 6sszes megoldas x(t) = [csin t]'
Van kilonbség a két eredmény kozott? Vagy csak mas alakban

kaptuk meg ugyanazt?



Egy alkalmazas

P Harom tartaly mindegyikében szennyezett viz van, a
szennyezoanyag mennyisége kezdetben ¢y, ¢, 3 a Vliter
mennyiségl vizben. A harmadik tartalyba tiszta viz folyik
Cliter/sec sebességgel, minden tartalybol ugyanekkora
sebesseggel folyik ki az 0sszekeveredett viz. Mennyi a
szennyez6anyag mennyisége a tartalyokban t > 0 esetén, ha
feltetelezzik, hogy a viz nagyon gyorsan és egyenletesen
osszekeveredik.

Cliter/sec »= @
Vv =

29



M Jelolje x;(t) az i-edik tartalybeli szennyezé mennyiségét. At ido

alatt CAt mennyiségl tiszta viz folyik be, ugyanennyi ki, de a
befolyd szennyezd mennyisége 0, a kifolyoé Xt )CAt Igy

Axs(t) 0 —%cAt , C

At At = X(l) = —pxe(t).

A masik ket tartalyba van befolyd szennyezés is, igy a kapott
harom differencialegyenlet matrixalakban a kovetkezo:

GO =11 0] ()
X5(t) | = v 0 —1 1| [x2(0)
X5(t) 0 0 —1| [xs3(b)

30



Az Al az A Jordan-alakjabol leolvashato, mivel az épp a

Jordan-alak konstansszorosa. igy elég eAt helyett ev9-t szamolni:

o O -
<o

© ==
N—

—

o <lo<in
— ~+
~—

N

Innen a megoldas, figyelembe véve a kezdeti feltételeket is:

C 1/C
C1 1 + G2t + Caz(§t)
_ At T C
X(t)=¢e" || =e7V C2 + Capt
G G

31



Megoldasok fliggetlensége

T HaaW(x(t),...,xn(t)) Wronski-determinans legalabb egy
pontban nem 0, akkor a fliggvenyek fuggetlenek, ahol

X1 (t) X21 (t) oo Xm (t)
WD), xa(ty) = [ 20 e Kl
Xin(t) Xon(t) ... Xpn(t)

ahol Xj = (Xi1, Xiz, - - -+ Xin)-
B trivi: ha W egy t helyen nem 0, akkor a ¢;-kre vonatkozo

egyenletrendszer egyértelmien megoldhato! (A tétel
megforditasa nem igaz pl. (t*,t), (t,1).)

32



P Az x/(t) = Ax(t) DER alaprendszerét alkotjak A oszlopai. Igazoljuk
Wronski-determinanssal, hogy ezek linearisan fliggetlen
fuggvenyek!

M Az alaprendszer Wronski-detrminansa det(et).
det(eft) = PODRY # 0 egyetlen t helyen sem.

33



Differencialegyenlet-rendszerek

Stabilitas



D

AMH az u egyensulyi helyzetet stabil, ha barmely € > 0-hoz létezik
olyan 6 > 0, hogy ha barmely olyan x(t) megoldasra, melyre
X(0) = xg €s |Xo — u| < §, igaz hogy |x(t) —u| <eat>0
intervallumon.

AMH az u egyensulyi helyzet instabil, ha nem stabil.

AMH az u egyensulyi helyzetet aszimptotikusan stabil, ha stabil,
és van olyan a > 0, hogy ha |xo — u| < «, akkor t[}rpox(t) =u.
Legyen o(A) = {\1,...,As}. AX' = Ax DER x(t) = 0 megoldasa
pontosan akkor aszimptotikusan stabil, ha Re(A;) < 0 minden
i=1,...,s esetéen.

pontosan akkor stabil, ha Re(\;) < 0 minden sajatértékre, és ha
valamelyik \; sajatertékre Re()\;) = 0, akkor a geometriai és
algebrai multiplicitasok egyenlok.

instabil, ha Re();) > 0 valamely i =1,...,s esetén. 34



P Jellemezzuk a stabilitasat az x(t) = 0 egyensulyi helyzetnek az
x" = Ax DER esetén, ha A a kovetkezd matrixok valamelyike:

17 3 -2 1 -2 1 0 1
@ lo —1]’ () l 0 —2}’ © l 0 o]’ @ l—1 0]'

M (a) s.ert: 1, —1, van koztuk pozitiv ~ instabil
(b) s.ert: —2, de Re(—2) = —2 < 0 ~» aszimptotikusan stabil
(c) s.ert: 0, —1, —2, mindegyik < 0, a 0 algebrai és geometriai
multiplicitasa azonos ~ stabil
(d) s.ert.: +i, Re(+i) = 0, algebrai és geometriai multiplicitasuk
azonos ~» stabil (ld. a korabbi fazisportré koncentrikus koreit)

m Ha a kezdeti feltételen ,kicsit” valtoztatunk, azaz x(0) = xo helyett
y(0) = Xo + h kezdeti feltételt vizsgaljuk, akkor az y(t) — x(t)
kilonbséeg 0 egyensulyi helyzethez valo viszonya jellemzi az x(t)
stabilitasat is, azaz az x(t) stabilitasa megegyezik a 0

stabilitasaval.
35



Differencialegyenlet-rendszerek

Differencialegyenletek



Linearis DE visszavezetése linearis DER-re

A Azy(™ = a4 a2 4+ .+ ap_1y + a,y DE ekvivalens a
kovetkezd DER-rel:

[y ] [a1 ay ... ap—1 ap] [y
ylastl) 1 0 ... 0 o0f|yn"2
c =0 1 0 0 .
y// y/
A 10 0 ... 1 ol L v |

36



P Vezessukvisszaazy” +y”" —2y=0,y(0) =2,y'(0) =0, y"(0) =6
kezdetiérték-problémat egy megfeleldé DER kezdetiérték-
problémajara, és oldjuk meg.

M A DE-hez tartozo DER:

y/l yl// 1 2 O yl/ 2
y= |y | jelolessel: vVii=11 0 0| |V]|, y(0)=|0]|.
y y 0 1 0|y 6

- Meghatarozzuk a DE altalanos megoldasat.
s.ert: A =0,1,—2 a Jordan-normalalak: J = diag(0,1,—-2) ~
ot = diag(1,e!, ™) ~ y(t) = eMlyg = C/'CTyg, ahol C oszlopai a
Jordan-bazis elemei. Ezeket nem kell meghataroznunk, elég annyi,
hogy y(t) az y(t) harmadik koordinataja, amely a J atlojaban lévo
fuggvenyek linearis kombinacioja, igy a DE altalanos megoldasa

y(t) = 1 + et + cze™ 2
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Megoldjuk a kezdetiérték-problémat! Ehhez mar nincs sziukség a
DER-re:

y=C1+ el + e yO)=2=c+0+G G =-1
y’ = Czet — 2C3€72t ~ y’(O) =0=0 —2c3 ~ C) =2
Y = et + beze y'(0) =6 =, + 4¢3 ;=1

A k.é.p. megoldasay = —1+ 2ef +e 2.
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Wronski-determinans

D

Az | intervallumon értelmezett és ott legalabb n — 1-szer diffhato
V1, V2,.., Yn flggvények Wronski-determinansan a

Y1 Y2 . Yn
% Yoo oo Wi
W(%Jzau-,)/n): . . . :n
y1(n;1) ygn.%) o ygn;n
fuggvenyt ertjuk.

Ha az | intervallumon értelmezett és ott legalabb n — 1-szer
diffhato y», ya,..., ¥n fliggvények Wronski-determinansa az I-n nem
azonosan 0, akkor e fliggvenyek linearisan fliggetlenek.

A {cost, tcost} fliggvenyek barmely (a, b), (a > b) intervallumon
cost tcost
—sint cost—tsint
intervallum legalabb egy pontjaban nem 0.

fuggetlenek, mert W(t) = = cos’t barmely
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B CiVi+CoYa+ ...+ Coyn = 0 ~ iy + coyP

(kR=0,1,...,n—1)
Az egyenletrendszer egyltthatomatrixanak determinansa

+...+cnyf,k):O

Y Y2 < Yn

% Yoo o W

W(y%yZa"'?yﬂ): : : . :n
y1(n.—1) ygn.—ﬂ o ygn.—ﬂ

ami ha valamely t € | helyen nem 0, az egyenletrendszer
egyértelmien megoldhato.
m Az allitas megforditasa nem igaz:

x2, hax>0, X%, hax<0,
V1= Lo Vo= R
0, egyébkent 0, egyébkéent
W(y1,y2) = 0, de a fv-ek fuggetlenek.
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