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Diagonalizalhato matrixok
fuggvenyei



m Ha f(x) = Y52, apx® és D diagonalis, tovabba D féatlobeli elemei
benne vannak a hatvanysor konvergenciatartomanyaban, akkor

f(D) = Y a;D* = diag (Z ardt,.., ahdé?) = diag(f(dh) ... f(dn)
k=0 k=0 k=0

Eszerint peldaul barmely diagonalizalhato A matrixra
értelmezhetd az e® hatvany, nevezetesen

A A"
e R
2! n!
Hasonlokepp definialhato az In(1 + A) matrixfuggvény is.

Folhasznalva a

D
1 =x—4+= - 4. .. 1
In(1+x) M= g = g x| <
hatvanysort kapjuk, hogy
A2 A A
ln(l—i—A)fA—?—k?—er...,

ahol o(A) < 1.




m Egy hatvanysorba fejtheto fliggvénynek egy diagonalis matrixban
- ésigy barmely diagonalizalhatdo matrixban — folvett értékét a
flggvenynek csak a sajatértékekben valo viselkedése befolyasolja.

m A Cayley-Hamilton-tétel szerint minden matrix kielégiti sajat
karakterisztikus egyenletét, igy egy n-edrend( matrix minden
hatvanya legfoljebb n — 1-edik hatvanyok linearis
kombinaciojaval helyettesithetd, azaz a fliggvény értéke egy
polinomba valo helyettesitéssel is kiszamolhato.

A Legyen az A € C"™" matrix Jordan-felbontasa A = CJC' és
p € C[x] egy tetszéleges polinom. Ekkor

0 ph) ... O

p(A)=Cp(ic'=C E,

0 o .. pl



m Tegylk fel, hogy az f fiiggvény \ korll Taylor-sorba fejtheto, azaz

m)
fO)=fO) +FAN)X=N) + ...+ f m(')\) (x

es legyen J € C"*" egy Jordan-blokk, azaz

o

A0 ... 0 o1 0 ... A1 0
o XN ... ol oo 1 .. 0 A 1
J=A+N= — §+0 0o 0 ~1=lo o a
0 0 ... A
- Mivel N" = O, fenn kell alljon az
O =0+ W) =FON+ PN+ + e

osszefliggés - ha egyaltalan van értelme az f()) kifejezésnek.
Tehat az f fuggvénynek csak a Jordan-matrix rendjénél kisebb
rendU derivaltjai jatszanak szerepet a fliggvényértékben.



Matrixfuggveny a Jordan-alakbol




Spektrumon definialt fliggvény

D

Legyen az A matrix spektruma {1, ..., Az}, @ A; sajatertékhez
tartozo legnagyobb Jordan-blokk rendjét jelolje m;. Azt mondjuk,
hogy f definialva van az A spektruman, ha az

AN, j=0,1,....m—1i=1,...,k

értékek léteznek. Azt mondjuk, hogy ezek az eértékek az f ertekei
az A spektruman.

Minden fliggvény, mely C minden pontjaban akarhanyszor
differencialhato, tetszoleges matrixra értelmezve van annak
spektruman. igy minden polinom értelmezve van minden matrix
spektruman, ami 0sszhangban lesz azzal, hogy minden négyzetes
matrixnak barmely polinomfliggvénye értelmezve van.

Ha p az A matrix minimalpolinomja, akkor u értelmezve van A
spektruman, és yu értékei A spektruman mind nullak. Ez egybdl

kovetkezik a minimalpolinom eldallitasabol és a fenti definiciobol.



Matrixfiiggvény a Jordan-alakbol

D Legyen A € C"™" Jordan-felbontasa A = CJC™', ahol

J = diag(Jy,...,Jr) aJordan-féle normalalakja, és n; jeloli a J;
blokk rendjét. Ekkor

f(A) = CAO)C" = Cdiag(f(h), ... fUR)C,

ahol
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Egyszer( képletbehelyettesitéssel f(x) = x> esetén

l() f’(2)] l8
0 f) 0

Az f(x) = ¢ fuggvény esetén, ha

A=

Altalaban a A-hoz tartozd Jordan-blokkra
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Matrix exponencialis fiiggvénye

P Legyen
-3 2 1
A= 1 =2 1
-1 =2 -5

Hatarozzuk meg az e® matrixot!
M A karakterisztikus polinomja x> 4+ 10x% 4+ 32x + 32 = (X + 2)(x + 4)?,

-2 0 0 7 1 0 12
J=| 0 —4 0|, P=|1 0 1f, P”:E 1 =2 -1
0 0 —4 — =i =2 -1 0 -1

: e?+1 2e2—-2 e?2—1

A=pPP T =_—_ |21 20 €21
2e

1—e?2 2-202 3—¢2



2 3 9
P Hatarozzuk megazA= |0 2 0 | matrix Jordan-féle
0 0 -5
normalalakjat, J-t, és az A1, ), e3 matixokat.
M x(\) = (A —2)?(A+5). A2-hoz tartozo sv.: (1,0,0), a —5-hoz

2 1 0
tartozo (—9/7,0,1) ~J=10 2 o0 |.

0 0 -5
A 2-hoz tartozo masik altalanositott sajatvektor:
0 3 9 |x 1
(A=2l)x; =x, azaz |0 0 Of |y| = |0
0 0 —7| |z 0

Ennek egy megoldasa x, = (0, 1,0) ~

1 0 -9/7 10 9/7
cC=10 13 o0 cC'=l03 o0
0 0 1 00 1



Mivel (x'90) = 100x%°, (eX) = &, (e¥) = 3e%, ezért

A gy @ e e 0
=10 200 o |, d=|0 & 0],
0 0 5100 0 0 e
e® 3¢5 0
ed=10 e 0
0 0 e®

Innen az A190 = J100C—1 és ¢3A = Ce3!C" felhasznalasaval
2'IOO 100 -3 - 299 %(2’]00 o 5100)

A% = | 0 2100 0 ,
0 0 5100
e® 95 2(ef —e ™)
eA=10 &b 0

0 O e P
10



Matrixfuiggveny Hermite-polinommal




Spektrumon azonos értékeket ado polinomok

A Tetszéleges p és g polinomokra és A € C"*" matrixra p(A) = q(A),
pontosan akkor teljesul, ha p és g értékei A spektruman azonosak.
B Hap(A) = q(A), akkor h = p — g annullalja A-t, igy h oszthato a
minimalpolinommal, igy a minimalpolinommal egyutt h értékei is
nullak az A spektruman.
Ha p és g értékei A spektruman azonosak, akkorah=p —gq
polinom értékei mind nullak. Az ilyen polinomok alakja
>_(x—=X)Mg(x), azaz h = pg, tehat h annullalja A-t, igy

p(A) = q(A).

"



Matrixfiiggveny kiszamitasa polinominterpolacioval

D Legyen A minimalpolinomja ua, és tegyuk fel, hogy az f fuggvény
definialva van A spektruman. Ekkor f(A) := p(A), ahol p az a
polinom, melynek foka kisebb ua fokanal, es amely eleget tesz a

PP =fP0N), j=01....m—1,i=1,...,k (3)

felteteleknek, ahol m; a \; sajatértékhez tartozo legnagyobb
Jordan-blokk rendjét jeloli.

12



m A definicioban megadott polinom egyértelmien létezik, ezt
nevezzik Hermite-polinomnak, mely explicit modon is
megadhato:

s m;—1 ) j
_ fy) L (xX=N) N
P03 | X (H(y— o) 0 5 [Te-3)
R#£i

m Ha A-nak minden sajatértéke egyszeres algebrai multiplicitasd,
azaz s = n és m; = 1 minden i-re, akkor az eléz6 formula az ismert
Lagrange-féle interpolacios polinomot adja:

P00 =3 (f(A)H j‘_i") @

i=1 JAI
Ha A-nak egyetlen s.ért. A\, melynek n az algebrai multiplicitasa,
azazs =1, my =n, akkorfTaylor pollnomjat kapjuk:

1

Z fﬂ 13




Adott A matrixhoz a fenti definicioban definialt (ua-nal kisebb
fokd, a 3 feltételeket kielégitd) Hermite-polinom létezik és
egyértelmu.

Ha ); indexe (azaz a hozza tartozo legnagyobb Jordan-blokk
rendje) m;, akkor a keresett polinom ismeretlen egyiitthatoinak
szama =degua =Y > m;

masrészt az egyenletek szama is = 3°5_; m;

deg ua-ismeretlenes és ugyanennyi egyenletbol allo
egyenletrendszer egyértelmien megoldhato a jobb oldal barmely
értékeire <= a homogén egyértelmlen megoldhatd <= a
trivialis az egyetlen megoldasa.

A homogén egyenletrendszer megoldasa egyértelmu, mert ua-nal
kisebb fokd polinomok kozt csak a zéruspolinom lehet megoldas,
mivel csak az annullalja A-t.
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m Az Hermite-polinom ugyan egyértelm(, de nem mindig tudjuk
konnyen meghatarozni, példaul ha a matrixnak csak a
sajatértékeit ismerjuk, de a legnagyobb Jordan-blokk meéretét
nem. A korabbiak szerint barmely mas polinom is megfelel, mely
kielégiti a (3) feltételeket.

P Nézzik az f(x) = x* fuggvény helyettesitési értékéta A = [3]]
matrixban. Ugyan f polinom, de mivel ua(x) = (x — 2)?, azaz a
minimalpolinom kisebb fokd, ezért van olyan elséfokd polinom is,
mely A-ban azonos értéket ad. E polinom az x* : ua(x) osztas
maradéka. Mivel x> = (x — 2)?(x + 4) + (12x — 16), azaz a maradék
12x — 16, ezért

15



Keressiik az f(x) = x* fv. A = [3 ]] matrixhoz tartozd Hermite-féle
interpolacios polinomjat: p(x) = ax + b,

J
f2)=8=p(2)=2a+b

~ a=12,b=-16.
f2)=12=p2)=a.

@), = =p'Q)=4a+b ~ a=€/2,b=—-e’,c=¢€ ~

o - O
- O O
| S|
M
N
[ ——
o O =
o - 4
NN
S|
N
o




Exponencialis fliggvény Hermite-polinommal

P Szamitsuk ki az e* matrixot ha

=3 2 1
A= 1 =2 1
=] =2 =5

M xa(X) = (x +2)(x + 4)?, Jordan-alakja diag(—2, —4, —4), a
minimalpolinom pa(X) = (X + 2)(x + 4) = x* + 6x + 8.
olyan elséfokd p(x) = ax + b alakd polinomot keresiink, melyre
e2=p(-2)=-2a+b
= pl=4) = —4a 4 5,
Innena = J(e? —e ), b=2e"2 —e* gy
1 e?4+1 22 -2 -1
f=aA+bl=— [e—1 2¢? e’ —1

2et
1—e?2 2—2e? 3—¢ 17



>

M

2 -3 2
A= |4 10 —4 |, er=?

4 6 0
x(X) = (4 —x)3, u(x) = (4 — x)? (korabbi feladatbol)
Keresunk egy p(x) = ax + b polinomot, melyre

4

Tehat



A definiciok ekvivalenciaja

T A matrixfiggveny kiszamitasara adott fenti két definicio
ekvivalens.

B A ,Hermite"-definicio szerint f(A) = p(A) és barmely mas polinom
is megadja f(A)-t, ha kielégiti a (3) feltételeket.
Ha A ~ ), akkor f(A) = p(A) = p(CIC™") = Cp())C~', ezért elég a
Jordan-alakokra ellendrizni az ekvivalenciat.
A ,Jordan”-definicioban f-nek épp azok a derivaltjai szerepelnek
azokban a sajatértékekben kiértékelve, amelyek a (3)
feltételekben is szerepelnek. igy elég csak azt ellendrizni, hogy
egy Jordan-blokk Hermite-polinomja megegyezik-e a
,Jordan”-definicioban szereplovel. Ezt a polinom
Taylor-polinomjara folirt (1) képlet igazolja.

19



Matrixhatvanyok konvergenciaja




0-hoz konvergalas

T Egy A e C"™" matrixra lim,_,., A* = O pontosan akkor teljesil, ha
p(A) <.

B (=) A=CJC" ~ AR = CJfC
Egy m x m-es Jordan-blokkra

Ry \ h— k _

)\k (1))\/? 1 o (m_1))\fe m+1

o |© A () AT
A= .
0 0 . AR

- dgy limp oo JF =0 esetén AF — 0~ |A] < 1.
- (<) |\ < 1esetén
i

<
Il

— 0

20



Neumann-sor

T Egy A € C™" matrixra Y32, A* pontosan akkor konvergens, ha
p(A) <1, és ez esetben 50 AR = (I — A)~"

B (=) 252, Af konvergens ~ 352, J5 konvergens minden
Jordan-blokkra ~ 752, AR konvergens ~ |A| < 1.

- (<) p(A) <1~ limp oo AR =0~
(I—A) (I +A+A 4+ A =1 —AR 5 |~
|+ A+ A2 ...+ AT+ konvergens és S0 Af = (1 — A)~".

21



Konvergens matrixhatvanyok

T Az A e C™" matrixra klim A* pontosan akkor konvergens, ha
—00

p(A) <1 vagy, ha
p(A) =1 ahol A =1 az egyetlen sajatéertek a spektralkoron,

és a A\ = 1geometriai s algebrai multiplicitasa azonos.
Konvergencia esetéen klim Af =Py, az V(A —I)-re az O(A — 1)
—00
mentén valo vetités matrixa (az 1-hez tartozo spektralvetitd).
B Ha p(A) > 1a hatvanyok divergalnak, ha p(A) < 1, 0-hoz
konvergalnak. Marad az p(A) = 1 eset.
- Ha a spektralkoron van 1-tol kiilonbozo sajatérték, akkor a hozza
tartozo Jordan-blokk hatvanyainak féatloiban az ef¢ hatvanyok

végtelen osszcillald sorozatot adnak, ami miatt A® is divergens

marad. .



Ha A = 1-hez tartozik egy m > 1 rend( Jordan-blokk, akkor annak
hatvanyai divergensek:

o 0 ... 1
Marad az az eset, hogy az 1-hez tartozd minden Jordan-blokk

1 x 1-es (If — |, tehat konvergens).
Ekkor, ha az 1 multiplicitasa s, akkor

o

| . o] [Y]
Af =cifcT=C| > C ' = X|%,] | 2 !
) [o B Xlo g v

R—o00 Is 0 Y1T T
— [X4|X =XY. =P
[Xa|X2] lo O] HY; 1Yy =Py
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