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Sajatértek, sajatvektor, sajataltér



Jo bazis valasztasa

P Tukrozzik a 3-dimenzios tér vektorait a ter egy megadott sikjara!
Valasszunk e linearis leképezés leirasahoz egy megfeleld bazist,
majd irjuk fel a tikrozés e bazisra vonatkozo matrixat!

M A sik egy bazisa {a, b}, a ra merdleges altér egy bazisa {c}.
A T leképezés hatasa e vektorokon: Ta=a, Tb = b és Tc = —c.
Az {a, b, c} bazisban T matrixa

1T 0 O
0 1 0
0 0 -1

E bazisban egy tetszéleges (x,y, z) vektor tikorképe (x,y, —2z).



Linearis transzformaciok sajatvektorai

D L!' Vg vektortér, L : V — V linearis transzformacio. Amh azx € V,
X # 0 vektor az L trafo sajatvektora, ha Lx || x, azaz ha van olyan
X € F szam, melyre LXx = AX.
Az ilyen X szamot az L linearis transzformacio sajatertekének
nevezzuk.

m Ha x sajatvektor, akkor minden cx (c # 0) is:

L(cx) = clx = cAx = A(¢x),

azaz L(cx) = A(cx).

A A sajatvektorok alterei: Ha az L lin.trafonak A egy sajatertéke,
akkor a A\-hoz tartozo sajatvektorok a nullvektorral egyitt alteret
alkotnak, mely megegyezik a Ker(L — /) altéerrel.

B X#£05sV. <= X=X <= [X—XMX=0 <= (L= \)x=0 <
x € Ker(L — ).



Sajataltér

D Az L lintrafd \ sajatértékhez tartozo sajatvektorai és a 0 alkotta

alteret a X s.é.-hez tartozo sajataltérnek nevezziik.

P 1. L' Vg vektortér, | az identikus leképezés. Ekkor a tetszéleges c € F
szamra a cl leképezésnek a V tér minden nemnulla vektora a ¢
szamhoz tartozo sajatvektora.

2. L!' Vg avalosok halmazan akarhanyszor diffhato valos fliggvények
tere ésD:V — V:f+ f. D sajatvektora e™, ami épp a A
sajatértékhez tartozik, mert (e™)’ = AeM.
3. Asik a # kr szoggel valo elforgatasanak nincs sajatvektora.
F Sajatérték, sajatvektor, sajataltér?
1. a sik vektorainak tikrozése egy egyenesre;

a sik vektorainak meréleges vetitése egy egyenesre;

a tér vektorainak forgatasa egyenes koril a # kr szoggel;

a tér vektorainak meréleges vetitése egy sikra;

a tér vektorainak tiukrozése egy sikra.

g o> @ N



Matrixleképezés sajatertéke, sajatvektora, sajataltere

D L'Ftest. Amha )\ € Fszam az A € F™" matrix sajatértéke, ha
letezik olyan x # 0 vektor, melyre Ax = Ax.

Az ilyen x vektorokat az A matrix \ sajatértékhez tartozo
sajatvektorainak, az altaluk a 0 vektorral alkotott alteret az A
sajatalterenek, a (A, x) parokat az A sajatparjainak nevezzuk.

y # 0 bal sajatvektor, ha y'A = \y', azaz hay az AT sajatvektora.
P (=1,(2,1)) és (2,(1,2)) egy-egy sajatparja a [ 3 3] matrixnak, mert

=05 BA0-0



Egy hires alkalmazas: a 25000 000 0005-0s sajatvektor

? Afeladat: rangsoroljuk a dokumentumokat a hivatkozasok grafja
alapjan aszerint, hogy ha véletlentl bolyongunk a dokumentumok

kozott, akkor az legyen rangban eldbb, ahol tobbszor jarunk.

[0 /313130 0 0 0]
30 131/30 0 0 0
1120 0 0 0 0 0
0000O0O0O0ODO
0740 0 0 Valfally
0000713071373
/6 0 /6 1/61/61/6 O 1/6

(00007330

- Modositas, hogy minden dokumentumbol kiléephessink:

1k, ha megy i-bol j-be él és i ki-foka k,
[Alj = 4 /n, haiki-foka 0 és n a csicsok szama,

0  egyebként.



Modositas, hogy ne ragadjunk be dokumentumok egy
csoportjaba:

ahol J a csupa 1-esbol allo matrix, n e négyzetes matrixok rendje,
esde (0,1).

Empirikus d € (0.1,0.2) a jo valasztas, pl. d = 0.15, igy

1—d = 0.85. Ekkor kerekitett jegyekkel

[0.019 0.302 0.302 0.302 0.019 0.019 0.019 0.019]
0.302 0.019 0.302 0.302 0.019 0.019 0.019 0.019
0.444  0.444 0.019 0.019 0.019 0.019 0.019 0.019
0125 0.125 0.125 0125 0.125 0.125 0125 0.125
0.019 0.231 0.019 0.019 0.019 0.231 0.231 0.231
0.019 0.019 0.019 0.019 0.302 0.019 0.302 0.302
0.160 0.019 0.160 0.160 0.160 0.160 0.019 0.160

10.019 0.019 0.019 0.019 0.302 0.302 0.302 0.019]




Ha x a bolyongas kiindulopontjanak valoszinliségeloszlasat
megado vektor, akkor az elsé [épés utan a graf i pontjaban [x"M];
valoszinlséggel lesziink, az m-edik lépés utan [x'M™];
valoszinlséggel.

lim x'™M™ = ',
m—oo

(A pozitiv matrixok elmélete, Markov-lancok) ~ v az un.
stacionarius eloszlas, melyre vI = v'M, és amely megadja, hogy
egy-egy pontban aszimptotikusan mekkora valoszintiséggel
vagyunk a bolyongas soran.

v = (0.151,0.157, 0.137, 0.137, 0.106, 0.100, 0.112, 0.100).

Tehat a dokumentumok sorrendje: 1,0,2 & 3, 6, 4, 5 & 7 (két
holtversennyel).



Sajatértéek es sajataltér
meghatarozasa



Sajataltér meghatarozasa

P Adjuk meg az
3 6 1
A=11 8 1
T 6 3
matrix 2-hoz és a 10-hez, mint sajatértékhez tartozo sajatalterét.
M a2 sajatértek <= (A —2l)x = 0 egyenletrendszernek van
nemtrivialis megoldasa.

T 6 1 T 6 1
A-21=11 6 1 == 0 00
7 6 1 0 00
—6s—t -6 -1
X = S =S| 1 |+¢t]0
t 0 1 9

A sajataltér esy bazisa {(—6.1.0). (—=1.0.1)}.



Sajataltér meghatarozasa (folyt)

A 10 is sajatérték:

=7 6 1 T 0 1
A—10I= 1T =2 1 — o 1 -1},
1T 6 -7 0 0 O
t 1
x= |t| =t|1]. Asajatalteret az (1,1,1) vektor fesziti ki.
t 1
(=1,0,1

(1,1,7)
(—6,0,1)
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Hogyan talaljuk meg a sajatértékeket?

A ) pontosan akkor sajatertéke A-nak, ha det(A — Al) = 0.

B X#£0sv. <= AX= XX < Ax— =0 <= x megoldasa
(A —X)x = 0 egyenletnek <= xe N(A—-\l) <
det(A — Al) = 0.

D LIAeF™" Ax(X\) =det(A— \l) polinomot az A matrixhoz
tartozo karakterisztikus polinomnak nev.

A x(X) = 0 egyenletet az A matrix karakterisztikus egyenletenek
nevezzuk.

m Neéhol a kar. pol. det(Al — A), ami mindig 1-féegyitthatoju, de a
konstans tag nem mindig a determinans.

"



Karakterisztikus polinom felirasa

P Hatarozzuk meg az

1 a b a b c
a b
A= , B=10 1 c|, C=|1 0 0f.
c d
0 0 1 0O 1 0O

matrixok karakterisztikus polinomjat!
M Minden 2 x 2-es matrixra:

a—-XA b

c d—2A\
=X —(a+d)X+ (ad — be)
= X2 —trace(A)\ + detA.

det(A—Al) =

‘:(a—/\)(d—/\)—bc

nyom, determinans!

12



Karakterisztikus polinom felirasa (folyt)

detB-=X)=| 0 1=Xx ¢ |[=(1-=))>

a—\ b C
det(C—X)=| 1 -2 0
0 1 -

=(@—- MM +bx+c
=-XN+4+a\N+br+c.

13



Haromszogmatrixok sajatértékei

T A haromszogmatrixok és igy a diagonalis matrixok sajatértékei
megegyeznek a foatlo elemeivel.

B A haromszogmatrix ~» A — Al is ~
det(A—Al) = (a7 = A)(axp — A)...(apn — A) =0,

aminek a gyokei a;; (i =1,...,n). Igy ezek az A sajatértékei.

14



Determinans, nyom és a sajatértékek

T Ha az n-edrendl A matrix sajatértékei \i,.., \p, akkor
det(A) = MA2... A
trace(A) =M+ X+ -+ Ay

A determinans a konstans tag, a nyom a (—\)"~" egylitthatoja a
karakterisztikus polinomban.
B A karakterisztikus polinom gyoktényezos alakja:

detA=A) =M =N —=A)...(An = N)
A = 0 behelyettesitese utan kapjuk, hogy det(A) = MA;... Ap.
- (=\)"""szorzat a determinans kigyok determinansainak
0sszegére bontasa alapjan csak az (a1 — A\)(az2 — A) ... (Gpn — A)
szorzatbol kaphato, onnan pedig az épp Y, aj = trace(A).

15



2 x 2-es matrixok sajatvektorainak szemléltetése

P Hatarozzuk meg a kovetkezd matrixok sajatértékeit és
sajatvektorait.

5 3 3 3 > 3 _3 >3
— |4 4 — |4 4 — 4 4 — 4 4
A A L f PR
i _3_y s )
|D—)\I:‘ “ 31/\':/\ +1
4 4
3. 5 3, 4 34
_3 _ 2 1 —3 44 3 _ 4
A =i 451 ;0 = 5T amibél x; = |° 51,
3, - 5 3 4 3, 4
_3 2 1 —3_4% 344
A =—i: ‘*5+1 0= 575 amibglx, = |5 T 5
=% Z‘l’l 0 0 1




:)\2+17

xp(A)

17



Sajatertékek és sajatvektorok meghatarozasa

m Tankonyvi modszer:
1. det(A — Al) = 0 gyokeinek meghatarozasa (sajatértékek)
2. VX N(A — \l) bazisanak meghatarozasa (a nulltér nemzérus
vektorai a sajatvektorok)

P 0 1 1
0 2 0
0 0 2
M 1. felsé haromszogmatrix: M =0, \y = A3 =2
2. 2=0:
0O 1 1 0O 1 0 Xp = 1
0 2 0] ~ |0 0 1] ~ ~ t|0
00 2 000 6= 0



)\2:)\3:22

-2 1 1 2 -1 -1

0O 0 0 ~ (0 0 O

0 00 0O 0 O
(s+1)/2 1/2

~ S =s| 1|+t
t 0

Tehat a két sajataltér span((1,0,0)) és span((1/2,1,0), (1/2,0,1)).

~ 22X — X —X3=0

[1/2

0
1

19



Karakterisztikus polinom és a racionalisgyok-tétel

MA-X=|2 1-Xx 2 [=-(NV—-4-11\-56)
3 3 2—A
racionalisgyok-tétellel: Ay = Xy = —18&s \3 = 6.

2 2 2 T 1 1
A+l=12 2 2| ~ |0 0 0| ~ Xi+x+x3=0.
33 3 0 0O




-5 2 2
A-6l=| 2 -5 2| ~
3 3 —4

x3 = 3t paramétervalasztassal

2t
2t
3t

21



A karakterisztikus egyenlet komplex gyokei

P Hatarozzuk meg a sajatértékeit és sajatvektorait

1 3 ~
_ 2 2 X
A_[ﬁ 1]6@

1) -3 1 2 3\’ 1 -
A 1 _<2_ ) - { —Roatt - am g
2 2

- %+§i:

22



I‘| s X+Iy:0

23



Tobbszoros gyokok: algebrai és a geometriai multiplicitas

D Algebrai multiplicitas: a A sajatérték multiplicitasa a
karakterisztikus polinomban.
D Geometriai multiplicitas: a A sajatértékhez tartozo sajataltér

dimenzioja.
4 1 0
P A=1|0 4 1
0 0 4
M (4—))3 a4 algebral multiplicitasa 3.

X t 1

~ |yl = |0l =t|0].

0O 0 O z 0 0

A X = 4 sajatérték geometriai multiplicitasa tehat 1.

24



Tobbszoros gyokok: algebrai és a geometriai multiplicitas

geometriai multiplicita

1
0
0
0

0 0 0
1T 00
0 2 1
0 0 2
B—Al=

, (1= X)?(2 = \)?, gyOkei 1 és 2

0 0 0 O X S 1 0
000 0 0 lyl |t _ [0 4|
0O 0 1 1 z 0 0 0
0 0 0 1 w 0 0 0
plicitas = algebrai multiplicitas = 2
-1 0 0 0 X 0 0

0 -1 0 0 y 0 0

0 0 0 1 z t 1
0 0 0 0 w 0 0

s =1, algebrai multiplicitas = 2

25



Specialis matrixok




Matrix hatvanyainak sajatértékei

T Ainvertalhatd <= a 0 nem sajatértéke.

B Ainvertalhatd <= det(A) #0 <= det(A—0I) #0 <= 0nem
sajatértéke A-nak.

T Ha (A x) az A sajatparja, n € Z, akkor (A", x) az A" sajatparja,
amennyiben A" és A" is értelmezve van.

B n=0:\=1ésA% =1~ minden vektor sv. v’
n > 0: (teljes indukcioval) n =1 v
n=kR-1= n=~k

Alx = AAFTX) = ANTX) = AFT(AX) = AFT(Ax) = Mx.

A invertalhato: AX = Ax ~ 1x = A7'x, azaz A~ 'x = A7 'x.
n < 0: ARx = \fx ~s A Rx = A=FRx.

26



Matrix hatvanyainak hatasa

T Ha (\,x) (i=1,2,...,k) az A sajatparjai, v = >, ¢;x;, akkor
Ay = Zf; GATX;.
B trivi
AV = AT (C1Xq + CoXg + . .. + CpXp)
= C1AmX1 + CzAmXZ + ...+ C/?Aka

= Cq)\an1 e C2/\37X2 + ...+ C;?)\Z]Xk.

K Talalunk-e mindig sajatvektorokbol allo bazist?

27



Specialis valos matrixok sajatértéekei

T AcR™" X\egytetszleges sajatértéke
1. A szimmetrikus = X valos,
2. Aferden szimmetrikus = X imaginarius,
3. Aortogonalis = |\ =1,
4. A nilpotens <= \ = 0, azaz karakterisztikus polinomja x".
B 1,2 x"Ax = x"ax = \|x|.
Vegylik mindkét oldal adjungaltjat: x"AT™x = X|x|%.
L'AX=a+ib. AT=A~ A=) azaza+ib=a—ib~ I(\) =0.
AT = —A~s a+ib=—a+ib,azaz R(\) = 0.
3.0 A ortogonalis ~ |x| = |AX| = |AX| = |A[[X] ~ |A] =1
4: AR =0, \ sé. ~ A\ sé. az AR = 0 matrixnak ~ A = 0.
megforditas a Cayley-Hamilton-tételbdl kovetkezik (minden
matrix kielégiti karakterisztikus polinomjat): ha x" = 0, akkor
A" = 0O, vagyis A nilpotens. 28



Specialis komplex matrixok sajatértékei

T 1. onadjungalt, akkor minden sajatértéke valos,
2. ferdén onadjungalt, akkor minden sajatértéke imaginarius,
3. unitér, akkor minden sajatéertékenek 1 az abszolut értéke.

29



Hasonlosag, diagonalizalhatosag




Hasonlo matrixok sajatértékei

T Sajatérekhez kapcsolodo invariansok Ha A ~ B, akkor xa = xs, igy
sajatértékei, azok algebrai és geometriai multiplicitasai is
megegyeznek.

2B A=C'BC
A—Al=C'BC—AC"IC=C"(BC— AIC) = C(B — AI)C
~» A= Al ~ B — Al ~ det(A — Al) = det(B — Al
~» megegyeznek sajatértékeik, és azok (algebrai) multiplicitasai
A— X ~B— A~ dimW(A-Al))=dimWN(B—Al)) ~ a
geometriai multiplicitasok is megegyeznek.

m Van értelme linearis transzformacio karakterisztikus polinomjarol,
beszélni (véges dimenzios esetben).

30



m Polinom egyutthatoi és gyokei kozti osszefliggesek
(M =N =N (A=)

= X (M A+ AN = (Mg 4 s 4+ AN F M.

m Polinom egyutthatoi és gyokei kozti 0sszefliggések ~ a
sajatértékek elemi szimmetrikus polinomjai invariansak ~
szimmetrikus polinomjai invariansak!

Elemi szimmetrikus polinomok:

e1(M, Ay, ) = Z Aj = trace(A),

1<i<n
&M, oA = ) A,

1<i<j<n
e3()\17A25"'a)\ﬂ) = Z )‘iAjAka

1<i<j<k<n

en( Ay A2, -3 An) = MAa. .. Ap = det(A).

31



Matrixok diagonalizalhatosaga

D Amh az n x n-es A matrix diagonalizalhato, ha hasonlo egy
diagonalis matrixhoz, azaz ha létezik egy olyan diagonalis A és
egy invertalhato C matrix, hogy

A = C'AC. (1)

D A A =C'AC atirhato
A= CAC’

alakba, amit az A matrix sajatfelbontasanak nevezink.

32



Matrixok diagonalizalhatosaga

T Diagonalizalhatosag szikséges és elegséges feltétele Az n x n-es
A matrix pontosan akkor diagonalizalhatd, ha A-nak van n
linearisan fluggetlen sajatvektora.

Ekkor A az A sajatértékeibol, C a sajatvektoraibol all.

B A=C'AC «— CA = AC és Cinvertalhato

L'C=[x1 X2 ... Xn], A = diag(A, A2, ..., An).

A O ... 0
0O XN ... O

X1 X .o Xp) | . =AlX; X2 ... Xp]. (2)
0O 0 ... A

<~ AX; = \iX;
de Cinvertalhato, igy oszlopvektorai linearisan fluggetlenek.

33



P Diagonalizalhato-e a kovetkezd matrix?

M X\ =0, \; = A3 = 2, a sajatvektorok (1,0,0), (1/2,1,0) es (1/2,0,1),
és ezek fliggetlenek

~ A~ A, ahol
000 M4 1
A=1|0 2 0f, es C=1|0 1 0
00 2 00 1
Ellendrzes: CA = AC
11 o ool fo 1 1] o 1 17 4 1
0 1 0/|l0 20/=]02o0l=|02 0 10
00 1002 |oo2 |oo2[|oo 1

34



Bal sajatvektorok

D

Az yTA = \y' egyenlet y' £ 0" feltételnek megfeleld sorvektorait
az A matrix bal sajatvektorainak nevezzik.

ezek a transzponalt sajatvektorai: Aly = \y.

det(A — Al) = det((A — A7) = det(AT — Al) ~ A és AT
karakterisztikus polinomja azonos ~ bal és jobb sajatértékek
kozt nincs kulonbség

A =C"AC~ AC™"=C7'A ~» C" sorvektorai A bal sajatvektorai,
ugyanis

M 0 ... 0V y]
R L) D L]
0 0 ... M| |y} y!

tehat Ay =ylA(i=1,2,...,n).
35



A sajatfelbontas diadikus alakja

m
M 0 ..oV
0 N ... O 1f
A=CACT =[x %X ... Xn] | . .2 . . y-z
0 0 ... M| |V}
= A1x1y1T =+ /\2X2y12— + -+ )\any; (3)

D Ezt nevezzik a sajatfelbontas diadikus alakjanak.

36



A sajatfelbontas diadikus alakja
0 1 1
0 2 0| bal sajatvektorai, sajatfelbontasa, diadikus alakja?
0 0 2

M Bal sajatvektor: ,a transzponalt sajatvektorainak transzponaltjai”,
vagy ,a C~' sorvektorai”. A sajatfelbontas:

P A=

1 3 3|00 o0fl1 =3 —5

A=CAC'=|0 1 0||0 2 Of|0 1 O

00 1o o0 2[lo 0o 1

1 1

1 2 2

A=olol[1 =3 -3 +2|1[|o 1 o]+2{o|[o 0 1]

0 0 1
o1 0] [oo0 1
—lo 2 o[/+|0 0 0
000 |00 2

37



Kiilonbozo sajatértékek sajatalterei

T Ha A\, Mo,... A, kiilonb0z0 sajatértékei az A € F™<" matrixnak, akkor
a hozzajuk tartozo xi, Xo,... X, sajatvektorok linearisan flggetlenek.
B Indirekt: tfh e vektorok linearisan 0sszefliggdk. Legyen x; a
legkisebb indexd, mely csak kisebb indexuektol fugg:
Xj = CiX1 + ...+ Ci_1Xj_q, de az x; vektorok j < i eseten lin. ftlenek.

AX; = A(C1X1 + ... + CiXj_1) = C1AX1 + ... + Ci1AXj_1,
AiXj = CIMXq + ..+ G A X2
Kivonva az x; \i-szeresébol:
0 =C1(A — A)X1+ ...+ Ga(A — Aimq)Xi1,

AZ X3,..., Xj_q vektorok lin. fliggetlenek és \;,..., \; kiilonbozoek,
ezértci=---=¢_1 =0~ X =0% +---+0x;_4 =0,

Ellentmondas: x; sajatvektor, tehat x; # 0.
38



Ha kiilonb0z6 sajatértékekhez tartozo sajatalterek mindegyikébdl
linearisan fluggetlen vektorokat valasztunk, akkor még ezek
egyesitése is linearisan flggetlen lesz.

Kilonbozo sajatértékekhez tartozo sajatalterek mindegyikébol

egy bazist valasztva, azok egyesitése is linearisan fliggetlen
vektorrendszert ad.

Ha az n-edrend( A matrixnak n darab kilonbozé sajatértéke van,
akkor diagonalizalhato.

n kiilonboz6 sajatértékhez n fiiggetlen sajatvektor tartozik ~
diagonalizalhato.

39



Algebrai és geometriai multiplicitas kapcsolata

T Egy matrix valamely sajatértékének geometriai multiplicitasa nem
lehet nagyobb az algebrai multiplicitasanal.
B A matrix, u geometriai multiplicitasa g = dim(N(A — ul)).
a sajataltér egy bazisa {xq, Xz, ...,Xg}, kiegeszitjuk a Xg-1,..., Xn
vektorokkal az egész tér bazisava.
LIC=[X1 ... Xg|Xg+1 --. Xn] = [X]Y], C"-et els6 g sora utan
bontsuk blokkokra:
= H :
W

X oszlopai a u-hoz tartozo sajatvektorok: AX = uX.

P R [ e

40



Algebrai és geometriai multiplicitas kapcsolata (folyt)

WX =0,ZY =0,ZX = lg, WY = I, .

CTAC — vzv] A[x Y} _ lZAX ZAY] _ lmg ZAY]’

WAX  WAY 0O WAY

ugyanis ZAX = ZuX = puZX = plg, és WAX = uWX = O
a karakterisztikus polinom:

pilg — Mg ZAY

= (p — N\)9 det(WAY — \l,_
0 WAy a,| = et o)

~» C7TAC és ezzel egyiitt A karakterisztikus polinomjanak g
legalabb g-szeres algebrai multiplicitasu gyoke.

41



Diagonalizalhatosag és a geometriai multiplicitas

T Egy n-edrendl négyzetes matrix pontosan akkor diagonalizalhato,
ha a sajatértékeihez tartozo geometriai multiplicitasok osszege n.

B (=) Ha a matrix diagonalizalhato, akkor a sajatvektoraibol allo
bazis elemszama épp a geometriai multiplicitasok osszege, hisz
egyetlen sajatvektor sem lehet két sajataltérben.

(<) Ha a geometriai multiplicitasok 0sszege n, akkor minden
sajataltérbol kivalasztva egy bazist, és véve ezek egyesitését, egy
n sajatvektorbol allo fliggetlen vektorrendszert kapunk.

T HaazA € F"™" minden sajatértéke F-beli (pl. mert F algebrailag
zart test), akkor A pontosan akkor diagonalizalhato, ha minden
sajatértékének algebrai és geometriai multiplicitasa megegyezik.
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Diagonalizalhato matrixok spektralfelbontasa

D Aspektruma: A sajatértékeinek halmaza (?csaladja?), jele o(A).
m bontsuk fel a C és C~" matrixot is blokkokra a kovetkezok szerint:

M O ... O y!
0O M ... O v
s P PR O S R e
0 0 ... Ml \f
MO o] [v]
0 Al o[V
—
A = CAC :[x1 X ... Xl T ,
0 o M| |V

= X Y] 4+ XXoY) 4 - - - 4 AXgY
= AP+ APy + - 4 APy,

ahol P; = X;Y] a \; sajatértékhez tartozo matrix. 43



PN

Minden {\, A, ..., A\p} spektrumu diagonalizalhato A matrix
felirhato

A:)\1P1+)\2P2—|—"-+)\;?Pk
alakban, ahol

1. P1—|—P2—|—---—|—P/?:|,

2. P,‘Pj = O, hai 75],

3. Pjaz N(A — \jl) sajataltéerre valo O(A — Ajl) menti vetites.
CC'=16sPi=XY ~Pi+Py+---+P,=1
CTIC=1~YX =1, Y[X =0 (i #)) ~ PiP; = XYIXY] = 0.
P,2 = X,(YTX,)YT = X,‘Y/-T = P,’ s P,‘ vetités!

Mivel barmely két X, Y matrixra O(XY) C O(X)
O(P)) = O(XY]) C O(X) = O(XY[X;) = O(PX;) C O(P)).

~ O(Pj) = O(X;) = N(A — \jl), hiszen O(X;) a A\j-hez tartozo
sajataltér.
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Megmutatjuk, N'(P;)) = O(A — \jl).

R R R
Pi(A = Ail) (Z)‘IP/ )"ZPJ) > (5= X)PP;=0.

j=1 j=1

~ O(A = \l) CN(P)).

N(A—X\l)=O(P)), igy a dimenziotétel miatt
dim O(A — \jl) = dim N(P;), ami bizonyitja, hogy
N(P;) = O(A = \l).

A fenti felbontast nevezzik a diagonalizalhato A
spektralfelbontasanak.
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Spektralfelbontas

P Hatarozzuk meg az A matrix spektralfelbontasat.

0 1 1
A=|0 2 O
0 0 2

M A sajatértékekbdl és a jobb és bal sajatvektorokbol:

L 2 210 1 0 7 2 033
A=0fo| " -3 -1]+2|1 o {001]:00 0 0[+2f010
0 0 1 0 0 0 001

- ahol o o

=2 -3 0 3 2

0 0 O 0 0 1

- Ellendrizhetjik: Py + P, = I, P1P, = O, vetitd matrixok, mert
P2 = Py, PJ = P,, és a sajatalterekre vetitenek. 46



Alterek direkt osszege

D L!Vgvéges dimenzidosvt, Vi,V ...,V < V. AmhaVtéra,
k
V..., Vy alterek direkt 0sszege, jel6lése V=V & ...V, = PV,
i=1

ha ¥V minden vektora egyértelmien felbomlik egy V-, egy V;-... €s
egy Vi-beli vektor osszegere.

T U'W,...,V, <V, dimV = n. Ekkor ekvivalensek:

V=VeV, ...,

V=VveWMeo(V:@...0V))

YR V=V vieVviesy R vi=0akkorv;=0,i=1,...,k

YR Vi=Vesyn (2#,- Vj) = {0}, és

. V1,.., Vi egy-egy bazisanak egyesitése a V bazisat adja.

m 3.-ban nem eleg kikotni, hogy V; N V; = {0} barmely i # j esetén!
L''a, b € R? fggtln, V; = span(a), V, = span(b), V3 = span(a + b)
Viny,={0},deR*# V&V, 9 V5 (04+0+ (@a+b)=a+b+0).

g ~w N



(1. e2)v

(1. =3) v, (3. = 1) indirekt v

(3. = 4.) indirekt: Amn Ll'v; € V1 N (Zfzz Vj).

~ =1 € 3LV~ =V = 3, v, ahol v € V),
WO:vﬁL(—vq):Zf;v/qu =V, =..=V,=0~Vv;=0.
(4. = 3) Tfh Vi VN (z,@é,w) = {0}.

Llv; € Vi Z,& v; = 0. Amn Tfh v4 # 0. Mivel —v; = Zfzz vj, ezért
vieVin (z};z vj) s

(1. = 5.) AV terek bazisainak unioja generatorrendszer v/

Ha {b;} a V; bazisa és 37, >, ¢jjb;; = 0, akkor a v; = 37 ¢;;bj;
jelolessel Yjvi=0eésv; €V

vV =---=Vp =0~ ¢j=0Vij-re~ abazisok unioja
linearisan fliggetlen ~ bazis.
5.=1) v
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Sajatalterek direkt 0sszege

T L!' Vg vektortérés \y,...,A\pazL:V — Vlin. leképezés kilonbozd
sajatértekei. Jelolje V), a Aj-hez tartozo sajatalteret. Ekkor

V,\1+...+V,\h:V)W®...@V)\k.

B L!Bj={bj,bp,...} aV, egy bazisa. Elég megmutatni, hogy
B1UB,U---U B linearisan fuggetlen.
k-ra vonatkozo teljes indukcioval: R =1 v
Tfh k-nal kisebb altérszamra mar igaz. L!

k
0= ZZCUbU' (4)
i=1 j
Indirekt modon tfh a bazisvektorok unidja lin. 6sszefliggd. Amn
felt,, hogy ¢y, # 0.
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Szorozzuk meg a (4) egyenléséget \,-val, és ebbdl vonjuk ki L
altali képet:

0=X0—10="> cj\bj Z Gl
7}

k
=22 Gl - Z > (A — )b
i=1 | =1
Az indukcios feltevés szerint az utolso 0sszegben minden
egyltthato 0, masrészt c11(A\p — A1) #0 #
Ha V véges dimenzios, akkor az L : V — V linearis leképezésekre
a kovetkezok ekvivalensek:
1. L diagonalizalhato
2. V=00V,
3.dimVY =37dimVy
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A diagonalizalas alkalmazasai




Diagonalizalhato matrixok polinomjai

D Matrix polinomja ¥ p(x) = cpX" + Cpix"~ 1+ -+ - + X + Co
polinomra és V négyzetes A matrixra értelmezhetd p-nek A-ban
folvett értéke: p(A) = A" + ¢ A"+ -+ A + ol

m A =CAC "~ A2 = CACT'CAC™" = CA’C, altalaban tetszbleges
nemnegativ k egészre Ak = CA*C".

~ barmely p(x) polinomra p(A) = Cp(A)C~", ahol

p (diag(M, Az, ..., Ap)) = diag (p(M),p(A2),---,P(An)).

A Diagonalizalhato matrix polinomja Legyen A = CAC~", ahol

A =diag(A, A2, ..., \n), €s p(x) egy tetszOleges polinom. Ekkor

pw=c| | p(:&) 0 e



P Szamitsuk ki az A0 matrixot!
4 6

A —
-3 5

M Sajé\tfelbontésaA_l2 1][—1 01[ 1 —1]
11 0 2 _

10
_ 2 1 -1 0 1 —1
2. (=110 =210 _2.(—1)10 4 2.2 —1022 2046
(—1)10 — 210 —(=)1 e 2. 210 —1023 2047
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Fibonacci-sorozat explicit alakja

T AFibonacci-sorozatra (Fo =0, F1 =1, Fry1 = Fn + Fr_q, elsé
nehany tagja: 0, 1,1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, 377, 610,
987,...) igaz a kovetkezo:

(1), 0505

B Az elso egyenldség teljes indukcioval bizonyithato. Jelolés:

0 1
F= :
1 1
n="1-retrivi n = n-+1:

Fn+f|: Fn_’l Fn 0 1 _ Fn Fn_’|+Fn
Fn Fn—H 11 Fn-H Fn+Fn+1

_ Fn Fn-H
FH—H Fn+2
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Fibonacci-sorozat (1. bizonyitas)

B xr(A\) = A2 — X\ —1, Fsajatértékei M, = 1(1+v/5), a hozzajuk
tartozo sajatvektorok xi2> = (1, 2(1£ v/5)).

F" sajatfelbontasaval:

ahonnan
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Fibonacci-sorozat (2. bizonyitas)

B Vegylik észre

) =* 3]

Az X1 és X, sajatvektorok bazist alkotnak R?-ben, igy a [9] eléall
azok linearis kombinaciojaként:

[9] = c1xq + CoXa = 1/v/5%1 — 1/4/5%.
FT[9] = ciA!x1 + coA\)x,, behelyettesités utan ezt kapjuk:

0] _ 1 (15[ 1] (1=vE)[ 1
1 ve\ 2 el VAN 2 520

Itt csak az elso koordinatat kiszamolva, a tételbeli allitast
igazoltuk.
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A sajatertéek kiszamitasa




k — egyszerl becslés a sajatértékekre

D Gersgorin-korok: Az n x n-es valos vagy komplex A matrix
Gersgorin-korein az aj kozepd, és r;°" sugarl G, illetve ros

sugarl G koroket értjiik (i =1,2,...,n), ahol
n
sor Z‘au‘ r?SZ :Z’aji‘- (5)
j=1
/;ﬁf J#i
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4 —4 0
P AzA= |2 0 0| matrix Gersgorin korei:
0 1 8
(~0SZ
77
y Co (5057
GO |/ N\ ~1/ OS?
4/ N\ r~sor M3
N\
N\
\ D4
L ~
~ L
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A valos vagy komplex n x n-es matrix.

o(R) C Ui G, o (A) € U; 677, o(A) C (U; G N U, G9),

Ha a G;°' korok egy k-elemU részhalmaza diszjunkt a maradék

n — k kortél, akkor uniojuk multiplicitassal szamolva pontosan k
sajatértéket tartalmaz.

(A, x) sajatpar, max; x; = 1, tehat |x;| <1(=1,2,...,n).
A=A = [)\X],‘ = [AX] = Zj aiXx;, igy A—Qjj = Ej;éi aiXx;, tehat

”‘_ iXj| = Z|01/HX1’< E :’a,]’_rsor
J=1 Jj=1
175' JF#i J#i

B(r) =rA+ (1—r)diag(as,...,ann), 18y B(0) = diag(as, ..., ann),
B(1) = A. Valtozzék r folyamatosan 0-tol 1-ig.

Barmely soronként dominans f6atloju valos vagy komplex matrix
invertalhato. Hasonlo igaz az oszloponként dominans féatlojd

matrixokra is. (Hisz Gersgorin-korei nem tartalmazzak az origot)
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Hatvanymodszer

D Egy sajatérték szigortan dominans, ha egyszeres multiplicitasq,
és abszollt értékben nagyobb az dsszes tobbinél. (szigortan
dominans sajatvektor, sajataltér, sajatpar)

M A e R"™" X\ szigorian dominans sajatértek, (\;,v;) sajatpar,
M| > [Xa] = - = |Aml, (A valos, egyébkeént ) is sé. lenne).

L'X = Vi + Vo + - - - + CmVm, R > 0 egész:

ARX = ciARV; + ARV, + - -+ ARV,
= Xy oMbV - cn AR v

Fkkor Af-val vald osztas utan R — oo esetén

R +c <>\2>kv e L@ (Am)kv Ry
ek Mty ) v m( %, ) Vm = ave

Ha ¢; # 0, akkor A*x iranya tart a dominans sajatvektor iranyahoz.
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T Hatvanymodszer: Ha A\ az A € R"*" matrix szigoruan dominans
sajatértéke, akkor létezik olyan xq vektor, hogy az x, = Afxq
vektorok altal kifeszitett alterek sorozata a dominans

sajataltérhez konvergal, mig Xfé();k — A (Gn. Rayleigh hanyadosok).
k
1.7 0.9
P Legyen A= .
& lo.9 —0.7]
k 0 1 2 3 4 5 6 7
Al 0 0.9 0.9 2.7 4.5 9.9 18.9 38.7
1 —0.7 1.3 —0.1 2.5 2.3 7.3 11.9
Xo Xp
i
/
5
X3
X1
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Kérdések, feladatok, egyszerti
allitasok




b1\

v

b1

Ha az A € R™" matrixot C folottinek tekintjik, és X\ sajatérték,
akkor X\ is.

A és AT sajatértékei azonosak, azonos algebrai multiplicitassal.
Ha A minden sor- vagy oszloposszege ¢, akkor c az A egy
sajatérteke.

Ha (A, x) az A egy sajatparja és p egy polinom, akkor (p(\), x)
sajatparja a p(A) matrixnak.

Ha A,B € F"*" és legalabb egyikik invertalhato, akkor AB ~ BA
(tehat sajatértékei azonosak).

Ha A € ™" B € F"™*™ és m > n, akkor xag(x) = X" "xga(X).

AB Om><n o |m A Om Om><n |m —A
B Oy | |Onxm In|| B BA ||Onxm In
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Ha A invertalhato és diagonalizalhato, akkor A= is
diagonalizalhato.

Ha A a zérusmatrixtol kiilonbozd nilpotens matrix, akkor nem
diagonalizalhato.

Ha P vetité matrix (idempotens, azaz P? = P), akkor P
diagonalizalhato, és minden sajatértéke 0 vagy 1.

Az A € C"*" sajatértekei folytonos fuggvenyei a matrix elemeinek.
A karakterisztikus polinomot definialo determinanst a kigyok
0sszegére bontva lathato, hogy ya minden egyutthatoja A
elemeibol képzett szorzatok 6sszege, tehat azok folytonos
fuggvenye.

Egy komplex polinom gyokei az egyutthatok folytonos fliggvenyei.
Legyen A € C™<M B € C"™" X € C™*" x az A egy sajatvektora, y"
a B egy bal sajatvektora. (a) Igazoljuk, hogy az

L: C™*N — CMXN: X — AXB linearis leképezés, melynek xy" egy
sajatvektora! (b) trace(L) = trace(A)trace(B)
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