
2. Házi feladat (határidő: 2017-02-23)
A feladatokra teljes megoldást kérünk részletszámításokkal,
indoklással, az eredmény leírása nem elegendő. Más meg-
oldását lemásolni nem szabad!

1. Írjuk fel az origón átmenő, v = (0, 1, 1) irányvektorú
𝐸 egyenes mentén az 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 0 egyenletű 𝑆 síkra
vetítő leképezés, illetve az 𝑆 sík mentén az 𝐸 egyenesre
való vetítés standard mátrixát! Mi a két leképezés
kompozíciójának standard mátrixa?

2. Döntsük el, hogy az alábbi mátrixok között melyek
hasonlóak R fölött? A hasonlókra adjunk is meg egy
átkonjugáló mátrixot!

A =
[︂

2 1
−1 0

]︂
, B =

[︂
1 1
0 1

]︂
,

C =
[︂
1 0
0 −1

]︂
, D =

[︂
0 1

−1 0

]︂
.

3. Milyen geometriai transzformációkat írnak le az aláb-
bi ortogonális mátrixok R2-ben? Melyek hasonlóak
közülük?

C =
[︂
1 0
0 −1

]︂
, D =

[︂
0 1

−1 0

]︂
E =

[︂
0 1
1 0

]︂
.

4. Tekintsük a 𝑉 = span((1, 1, 0, 1), (1, 1, 0, 0)) alteret a
Z4

2 vektortérben.
(a) Bizonyítsuk be, hogy 𝑉 ⊥ nem direkt kiegészítője
𝑉 -nek!
(b) Válasszunk ki a Z4

2 standard {e1, e2, e3, e4} bázi-
sából két elemet, amelyek a 𝑉 -nek valamelyik direkt
kiegészítőjét feszítik ki!

5. Bizonyítsuk be, hogy minden u, v ∈ R𝑛 vektorra tel-
jesül: ⃒⃒

|u| − |v|
⃒⃒

≤ |u − v|.

Mikor van egyenlőség?

6. Bizonyítsuk be, hogy minden u, v ∈ R𝑛 vektorra tel-
jesül:

u · v = 1
2

(︀
|u + v|2 − |u|2 − |v|2

)︀
.

7. Adjuk meg az alábbi vektorok által kifeszített térnek
egy ortonormált bázisát a Gram–Schmidt-féle ortogo-
nalizációval!

v1 = (1, 1, 1, 1), v2 = (1, 2, 1, 2), v3 = (1, 2, 3, 6).

8. Legyen a1 = (1, 1, 1, 1), a2 = (1, −1, 1, −1),
a3 = (1, 1, −1, −1), a4 = (1, −1, −1, 1).
(a) Igazoljuk, hogy {a1, a2, a3, a4} ortogonális bázis
R4-ben!
(b) Írjuk fel azt a képletet, mely megadja egy tetsző-
leges x vektor fenti bázisra vonatkozó 𝑖-edik koordiná-
táját (𝑖 = 1, 2, 3, 4)!
(c) Számítsuk ki az x = (1, 2, 3, 4) vektornak a 𝒱 =
span(a2, a3, a4) altérre való merőleges vetületét!

9. Tudjuk, hogy az

A =
[︂
1 2
2 5

]︂
mátrixra ⟨𝑥, 𝑦⟩ := xTAy skalárszorzat R2-en.

(a) Mi az e1 és e2 vektorok hossza és skalárszorzata
erre a skalárszorzatra nézve?

(b) Adjunk meg egy ortonormált bázist!

10. Melyik szemiortogonális az alábbi mátrixok közül? A
szemiortogonálisoknak melyik oldali inverze létezik?
Adjuk is meg a megfelelő egyoldali inverzeket!

A =

⎡⎢⎢⎣
cos 𝛼 − sin 𝛼 0
sin 𝛼 cos 𝛼 0

0 0 0
0 0 1

⎤⎥⎥⎦ ,

B =

⎡⎣0 1 0 0
0 0 0 1
1 0 0 0

⎤⎦ , C =

⎡⎢⎢⎣
1 1 0

−1 1 0
0 0 0
0 0 1

⎤⎥⎥⎦
*11 Legyen {b1, . . . , b𝑛} tetszőleges bázis R𝑛-ben. Bizo-

nyítsuk be, hogy pontosan egy olyan {c1, . . . , c𝑛} bázis
létezik, hogy b𝑖c𝑗 = 𝛿𝑖𝑗 minden 1 6 𝑖, 𝑗 6 𝑛 indexpár-
ra, ahol 𝛿𝑖𝑗 a Kronecker-𝛿.

*12 Legyen R𝑛 = 𝑈 ⊕ 𝑉 merőleges alterekre bontás, és az
A mátrix oszlopai 𝑈 -nak, a B mátrixé 𝑉 -nek alkossák
egy-egy bázisát. Bizonyítsuk be, hogy ekkor az

[A | B]

blokkmátrix inverze az [︂
A+

B+

]︂
blokkmátrix, ahol + a pszeudoinverzet jelöli.


