2. ZH Bevezetés az algebraba 1 2016-11-24

1. Az a paraméter értékétél fiiggéen hany megolddsa van a kovetkezd egyenletrendszernek ha azt (a) a valos test,
(b) a Zs test {616t tekintjiik: (8 pont)

r+2y+2z=1
6r —3y+2z=1
20 +4y+az=a

Megoldds: (a)

1 2 2|1 1 2 2 1

6 -3 2|1 —- |0 =15 —=10| =5

2 4 ala 0 0 a—4|a—-2
a = 4 esetén inkonzisztens (az egyiitthatémétrix rangja 2, a bévitetté 3), a # 4 esetén 1 megoldéds van (az
egylitthatématrix és a bdvitett matrix rangja is 3)!
(b) 1. megoldds: Mivel az el6z8 matrixhoz 5-tel val6 osztas nélkiil jutottunk, azt felhaszndlhatjuk a Zs-ben
vald szamolashoz:

1 2 2 1 1 2 2 1 1 2 2 1
0 —-15 —-10| =5 | =10 0O 0 0 — 10 0 a—4|a—2
0 0 a—4|a—2 0 0 a—4|a—2 0 O 0 0

a = 4 esetén inkonzisztens (az egyiitthatéméatrix rangja 1, a bévitetté 2), a # 4 esetén 5 megoldds van, mivel
a szabad valtozok szdma 1, és annak értéke Zs barmely eleme lehet!

(b) 2. megoldds: Elvégezhetjiik az elimindciét Zs-ben is:

1 2 211 1 2 211 1 2 2 1 1 2 2 1
6 -3 2|1|=1|1 2 2|1 —=1|(0 O 0 0 — 10 0 a—4|a—2
2 4 ala 2 4 ala 0 0 a—4|a—2 0 0 0 0

2. Tekintsiik a (2,2,4,2), (1,1,2,1), (1,—-2,1,0), (3,0,5,2) vektorokat! Valasszunk ki koziliik olyan vektorokat,
melyek a 4 vektor altal kifeszitett altér bazisat alkotjak! Irjuk fel mind a négy vektornak e bazisra vonatkozd
koordinatas alakjat! (3 pont)

Megoldas: E vektorokbol, mint oszlopokbdl matrixot képezve

2 1 1 3 2 1 1 3 21 1 3 21 0 2 1 % 01
21 -2 0 . 00 -3 -3 . 00 11 . 0 011 . 0 0 1 1
4 2 15 00 -1 -1 0 0 0 O 0 0 0O 0 0 0 O
2 1 0 2 00 -1 -1 0 0 00 0 0 0O 0 0 0 O

Bézisnak vélaszthaté B = {(2,2,4,2),(1,-2,1,0)}, amelyben a vektorok koordindtds alakja rendre (1,0)gz,

(3,0)8, (0,1)5, (1,1)5. Ez a redukélt lépcsds alak elsd 2 sordbol leolvashato.

0 O
Adjuk meg ennek az altérnek egy bazisét! (8 pont)

Megoldds: Mivel
a b0 1| |0 a| 0 1j|a b |c d
¢c doo "0 ¢ ® |oolcd |0 0]

ezért a = d és ¢ = 0 (b-re nem kaptunk feltételt, tehdt tetszéleges). Igy e métrixok &ltaldnos alakja: [ab].
Megmutatjuk, hogy e métrixok alteret alkotnak R?*2-ben.

3. Bizonyitsuk be, hogy R2*2-ben alteret alkotnak azok a méatrixok, amelyek felcserélhet8k a {0 1} matrixszall

Ilyen alakd matrixok Osszege és skaldrszorosa is ilyen alaki (azaz bal alsé sarkdban 0 van, és atlgjaban

azonos elemek), igy e matrixok alteret alkotnak. Ennek az altérnek bazisa {[{ 9], [$§]}, ugyanis minden

[&b] métrix felirhat6 ezek (a és b egyiitthatés) linedris kombindciéjaként, és a felirds egyértelmfl, mert az
egyitthatok leolvashatdk a métrix elemeibol.



2. bizonyitds arra, hogy alteret alkotnak: Legyen A = [§}]. A O métrix nyilvan felcserélhetd A-val, és ha X
és Y is felcserélhet8k A-val, azaz AX = XA és AY = YA, akkor A(X+Y) = AX+AY =XA + YA =
(X4+Y)A és A(cX) = cAX = XA = (cX)A, azaz az A-val felcserélhetd matrixok dsszege és skaldrszorosa is
folcserélhet6 A-val. Tehat az A-val felcserélheté matrixok halmaza nem iires, és zart az 6sszeadds és skalarral
szorzas miveletére, ezért alteret alkotnak.

. Szamitsuk ki a kévetkezé matrix PLU-felbontésat! (4 pont)
0 11
2 11
1 2 2

Megoldds: E matrixnak t6bb kiilonb6z6 PLU-felbontédsa is van, ezek egyike:

110 1 1 311 2 2 31 2 2 31t 2 2 311 2 2
212 1 1| —» 2(2 1 1| —» 2 -3 -3 —- 1|0 1 1| — 110 1 1| ~
3(1 2 2 110 1 1 110 1 1 2 -3 -3 2 0
12 2 1 00 00 11" Jo 10
U=1(0 1 1|, L=|{0 1 0/, P=|1 0 0f =1{0 0 1{.
0 00 2 =3 1 0 10 1 00
. Legyen az attérésmatrix két bazis kozott
-1 1 0
Tgec=| 0 1 -1
1 -1
Irjuk fel a Te 3 attérésmétrixot, és adjuk meg a (v)¢ vektor koordinatéit, ha (v)s = (a, b, c). (8 pont)
Megoldas: Mivel Te, g = Tgic, ezért csak egy invertalast kell elvégezni:
-1 1 0|1 0 O 1 -1 0|-1 0 0 1 0 0/]0 1 1
0 1 -1{0 1 0Of—1|0 1 -1 01 0f—=1]0 1 0|1 1 1
1 -1 110 0 1 0 0 1 1 01 0 0 1|1 0 1
Tehat
0 1 1 0 1 1] [a b+c
Teep=11 1 1}, [V]C: 1 1 1 bl = la+b+c
1 01 1 0 1f (¢ a+c
. Adjuk meg az
0 21
A=1|-2 0 2
-1 -2 0

matrix bazisfelbontasat, és ennek segitségével bontsuk fel az A métrixot minimalis szamt didd Osszegére!

(4 pont)

Megoldas: A redukalt 1épcsés alakbol leolvashaté a bazisfelbontéds, abbdl pedig a didadok Gsszegére bontas:

[0 21 120 120 120 10 -1
-2 0 2> |-20 2 =|0 42 =01 i =01 31| ~

-1 -2 0 02 1 0 2 1 00 0 00 0

[0 2l 0 2 000 0o 2 1
-2 0011}:—2[10—1“ offo 1 3=1]|-2 0 2/+]0 0 0
-1 -2 2 ~1 -2 -1 0 1 0 —2 -1




