1. ZH Bevezetés az algebraba 1 2016-10-20

A dolgozat alatt semmilyen segédeszkoz nem haszndlhato. A feladatok tetszdleges sorrendben megoldhatok.
Kidolgozasi idd 60 perc.

n
1. Bizonyitsuk be, hogy > F? = F,F,1, ahol F,, az n-edik Fibonacci-szdm (Fy = F» = 1, F,,41 =
i=1

(3

F,+F,1)! (3 pont)
n+1

Megoldds: Teljes indukciéval. n = l-re: 12 = 1-1. Tfh. igaz valamely n-re. Ekkor > F? =
i=1

(Z Ff) + F2 = FyFoy1 + F2 = Fpi1(Fn + Foq1) = Frugp1Fpyo, tehdt n + 1-re is igaz.
i=1

2. A kibévitett euklideszi algoritmus segitségével keressiink olyan x és y egész szamokat, amelyekre 47x +
19y = 4. (3 pont)

Megoldas:

47 1 0
2- 19 0 1
2- 9 1 -2
1 -2 5

Tehét 1 = 47 (—2)+19-5, amit 4-gyel szorozva 4 = 47 (—8) +19- 20, azaz © = —8 és y = 20 az egyik
megoldas. (Az Osszes megoldast megkapjuk x = —8 4+ 19¢ és y = 20 — 47t alakban, ahol ¢t € Z).

3. Adjuk meg az alabbi kongruenciarendszer 6sszes megoldasat! (8 pont)
= 2 (mod4)
= 1 (mod}5)
x=-2 (mod7)
Megolddas:

m; 4 5 7

M; 35 | 28 20

x; = M7 (my) —1 2 | -1

a; 2 1] -2

M;x;a; —70 56 40

igy > M;xz;a; = =70 4 56 + 40 = 26, tehdt a megoldds x = 26 (140).
4. Bontsuk fel az f(x) = a* + 2% — 222 + 2 polinomot irreducibilis polinomok szorzatara Q[x]-ben és
Z3[x]-ben! (4 pont)

Megoldds: f (x) lehetséges raciondlis gyokei %, ahol p | 2 és ¢ | 1, tehat % = +1,+2. Ezek kozil —1
valéban gyok, és az x + 1 kiemelésével:




azt kapjuk, hogy f(z) = (z + 1)(23 — 2z + 2), ahol a mésodik tényezd is irreducibilis a Schénemann—
Eisenstein-kritérium miatt p = 2-vel (de mivel csak harmadfoki, azt is elég ellendrizni, hogy nincs
raciondlis gyoke: ennek mar +1,+2 egyike sem gyoke).

Az f(x) = (x+1)(2% — 22 +2) felbontds Zs[x]-re is dtmegy, csak azt kell megnézni, hogy a harmadfokt
tényezének van-e gydke Zs-ban. 0,1, 2 koziil a 2 gydke: Zs-ban 23—-2-242 = 6 = 0, tehat x—2 = x+1-et
még egyszer ki lehet emelni f(z)-bél:

[ 1]o] 2]
A RRE

2] 2 om0

Igy f(z) = (x4 1)2(2% 4 2z + 2), és a masodfoki tényezének mar nincs gydke Zs-ban, tehat ez
irreducibilisekre bontés.

. Hatarozzuk meg —i kdbgyokeit, és dontsiik el mindegyikrol, hogy hanyadrendi, azaz hanyadik primitiv
egységgyok! (4 pont)
Megoldds: —i = cos 3% + isin 2%, ezért /=i = cos(§ + k- &%) +isin(§ + k- %), ahol k =0,1,2.

A kobgyokok 1 abszolut értékiiek, és a szogeik a 27 raciondlis tobbszorosei, tehéat ezek a komplex szamok
véges rendiiek, és a rendjiiket az hatdrozza meg, hogy a 27-t a szogbe szorzo raciondlis szdmnak mi

a nevezdje az egyszeriisitett alakjaban (azaz mi az a legkisebb pozitiv egész, amellyel beszorozva a
szoget, a 27 egész szamu t6bbszorosét kapjuk). A hdrom szdg:

m_ 1,

5 =1 27T

moy 2 _ (1, 1lyor _ T oo &
§+?—(4+3)2ﬂ-—12 271',68
m oy 4m _ (1 2y9. _ 11
+3 =(3+3)2r=1 2m,

tehat a harom koébgyok rendje 4, 12 és 12.

n
. A p prim hanyadik hatvinydval oszthaté a (p ) binomi&lis egyiitthat6? (3 pont)
p

p”) _ e -DE"-2)---(p"-(p-1)
p plp—1)(p—2)---1 ‘

A szamlaléban és a nevezében is csak az els6 tényez6 oszthatd p-vel, mert 1 < k < p — 1-re p nyilvan
nem osztéja k-nak, és mivel p™-nek viszont osztdja, ezért a p'* — k szdmot sem osztja. Tehat a szamlalo
pontosan p"-nel oszthatd, a nevezd p-vel, a hanyados pedig p"~!-gyel. (Ha n = 0, akkor a binomialis
egyitthato (117) = 0, és ez p akdrhdnyadik hatvanydval is oszthatd.)

1. megoldds: n > 1-re (

n n ]

2. megoldds: Ha n € N*, akkor a (p > = '((p))l formula és a faktorialisokra vonatkozd Legendre-
p pIp"™ —Dp)

formula alkalmazasaval is eredményre jutunk (bar kériilményesebben):

faktorialis p hanyadik hatvanyaval oszthaté
(p™)! pJ+ %J—l—...—k{i_lJ-i-anJ=pn_1+p"_2+...+p+1
L P Lp p
p! pJ =
Lp
n p"—p p" —p p"—p n— n—
(p™ — p)! ’ J{ pe J+...+{ — J ="' =D+ -+ +(p-1)=

=p" 1 4p" 24 +p-—n+1

Mivel (p" L 4+p" 24+ .. +p+1)—1—(p" 1 +p" 2 +...+p—n+1) =n—1, ezért p"~L-gyel oszthatd
a binomidlis egytitthato.



