NEV NEPTUNKOD
Bevezetés az algebraba 1 1. vizsga — elmélet — elmélet 2017-01-04

Az irasbeli dolgozat elsd felében tesztkérdésekre kell vdlaszolni, melyekre dsszesen 20 pont kaphaté. A mdsodik
részében definiciok és tételek preciz megfogalmazdsdt kérjik. A matematikailag korrekt vdlaszra adunk maximdlis
pontszamot. Az utolsé részben bizonyitdsokat, vagy azok egyes részeit kell tomaoren, de vildgosan leirni. A vdla-
szokat irjuk a kérdéshez tartozo tires dobozba! Kidolgozdsi idd 60 perc. Semmilyen segédeszkioz nem haszndlhato!
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1. Mindegyik allitdsrol dllapitsuk meg, hogy igaz vagy hamis (I|H)!
a) Ha ac = bc (mod m), akkor a = b (mod m).
b) Ha egy p polinom irreducibilis Z[z]-ben, akkor irreducibilis Q[z]-ben is!

¢) Minden harmadfokd Q feletti polinomnak van racionélis gyoke.

I = [=] =

d) Ha (a,10) = 1, akkor a® = a (mod 10).
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e) Ha a, b és c linearisan dsszefiiggd vektorrendszert alkotnak R*-ben, akkor tetszéleges d € R* vektorra a,
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c és d is linedrisan Osszefiiggd!

f) Ha egy A € R™™™ egyiitthatomdtrixit homogén linedris egyenletrendszernek végtelen sok megolddsa
akkor det(A) # 0.
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2. Melyik nullosztémentes az R[z], Zg, Z7, Zg[x] és R?*? | R[z], Z7
gytrik kozil? (2 pont)

3. Hény megolddsa van a 12z = 42 (mod 111) kongruencid- | (12,111) =3

nak modulo 1117 (2 pont)
4. Adjunk meg olyan ¢ € Z szdmot, amellyel az f(x) =| ¢=2,10,14,...
3z* — 122 + ¢ polinom kielégiti a Schénemann-Eisenstein-
kritériumot! (2 pont)

5. Tegyiik fel, hogy O # A € R?*3 ¢s b € R**! tovab- | r(A) =1, r([A]b]) = 2
ba, hogy az Ax = b egyenletrendszernek nincs megoldésa.
Mennyi lehet az A és az [A|b] matrix rangja? (2 pont)

6. Mit mondhatunk a k, m, n szdmokrdl, ha A € R3>*¥ | m € Z7 tetszéleges, k =n =3
B € R™ " ¢s a BAT + B métrix létezik. (2 pont)

7. Adjunk meg olyan részhalmazt R2-ben, amely zart az | pl. az elsd siknegyed
Osszeadasra és a pozitiv skaldrral valé szorzasra, de nem

altér! (2 pont)
8. Ha det[a;|az|ag] = 5, akkor mennyi —-15
det[ai|(a; + 2a3 + 3az)|as]? (2 pont)




9. Definidljuk a primitiv n-edik egységgyok fogalmat! (2 pont)

10. Definialjuk matrix pszeudoinverzének fogalmét! (2 pont)

11. Fogalmazzuk meg a linedris diofantoszi egyenletek megoldhatdsiagardl és Osszes megoldasarol szolo tételt!
(8 pont)

1. prezentécié (e01 40. oldal): Legyen d = (a,b). Az ax + by = ¢ lineéris diofantoszi egyenlet pontosan akkor
oldhat6 meg, ha d | c. Ekkor az 6sszes megoldas folirhaté x = xg + §t7 y = yo — 5t alakban, ahol ¢ tetszéleges
egész.

12. Fogalmazzuk meg a linedris algebra alaptételét! (8 pont)

13. Irjuk le és bizonyitsuk be a polinom tdbbszoros gyokének és derivaltjanak kapesolatardl szolé tételt! (5 pont)

e04 22. oldal

14. Adjuk meg és igazoljuk azt a formuldt, mely megadja egy négyzetes valés matrix inverzének i-edik soraban
és j-edik oszlopaban 1év6 elemét! (5 pont)




