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Geometriai transzformaciok



Geometria R"-ben

m A geomtriai nyelvezet pont — pont transzformacioit a
tekinthetjuk vektor — vektor lekepezéseknek.

Tetszoleges a € R"” vektor hossza |a] = v/a - a.
Ket pont tavolsaga (két vektor tavolsaga!) d(a,b) = |a — b|.
Két vektor szoge:

a-b
cos(a,b), = ——,
4= Tallb
mivel a [0, 7] intervallumon a koszinusz fuggveny kolcsondsen

egyértelmd.

m E definicio értelmességehez igazolni kell, hogy a fenti tort
erteke a [—1,1] intervallumba esik!



Cauchy-Bunyakovszkij-Schwarz-egyenlotlenség

T Cauchy-Bunyakovszkij-Schwarz-egyenlétlenség

Ket vektor skalaris szorzatanak abszolut érteke sosem
nagyobb abszolit értekeik szorzatanal, azaz u,v € R" eseten

u-v] < Ju]|v].

Egyenldség pontosan akkor all fenn, ha u és v linearisan
0sszefliggok, azaz ha egyik vektor a masik skalarszorosa.

m 2D- és 3D-ben tudjuk: |u - v| = |u]|v|| cos(u, V)| < |ullv
itt nem hasznalhato.

B Tegyiik fel el6szor, hogy v = 0. Ekkor a tétel allitasanak
mindkét része nyilvan igaz, hisz egyenloség all fenn, és a két
vektor linearisan 0sszefliggo.

,de ezt




Cauchy-Bunyakovszkij-Schwarz-egyenlotlenség 2

Ha v # 0, akkor legyen e = v/|v| a v iranyl egységvektor.
Barmely vektorra (igy az u vektor e egyenesére merdleges
0sszetevojének hosszara):

0<|u—(u-e)ef? la]®> = a - a alkalmazasa
=(u—(u-e)e)-(u—(u-e)e) disztributivitas alkalmazasa
=Ju—2Ju-ef’+|u-ef? a-a=|a|’ alkalmazasa
= |u—u-ef’
2
_ | ‘2 ‘U V‘

e = V/jv| visszahelyettesites e.

Atrendezés utan a képlet igazolva v/
Masreszt 0 =|u— (u-e)e] < u=(u-e)e < ueése
parhuzamosak <= u av skalarszorosa <= a ket vektor
linearisan 0sszefliggo.



Haromszog-egyenlotlenség

T Haromszog-egyenlotlenség

Barmely ket u,v € R" vektorra |u + v| < |u| + |v/|.

B Mivel az egyenlotlenség mindkét oldalan nemnegativ szam all,
ezért vele ekvivalens egyenlétlenséghez jutunk, ha mindkét
oldalt négyzetre emeljuk.

u+vP2P=Uu4+v) - (u+v)
= |ul®2+2(u-v) +|v|? ld. Pitagorasz-tétel
< uf? +2Ju-v| + v
< |uf? + 2Ju||v] + |vf?
= (Ju] +v)*.



Egybevagosag

D T:R"— R" egybevagosag, ha barmely két p,q € R" vektorra
IT(p) — T(q)| = |p — q| (vagyis e helyvektorok végpontainak
tavolsaga nem valtozik).

P LlaeR"AT:R" — R";v+— v+ a leképezes, azaz az eltolas

egybevagosag, ui. [T(v) = T(w)| = |(v+a) — (w—a)| = |[v—w]|.

Egybevagosagok kompozicidja és inverze is egybevagosag.

A Minden egybevagosag felirhato egy origot helyben hagyo
egybevagosag és egy eltolas kompoziciojaként.

B Legyen T egybevagosag, és T(0) = a. Ekkor T(v) = (T(v) —a) +a,
ahol T(v) — a helyben hagyja az origot és egybevagosasg.

P Allitsuk el6 az (1,1) pont korGli 90°-os forgatast egy origot
helyben hagyo egybevagosag és egy eltolas kompoziciojakent.

M T:0+ (2,0),azA(v) =T(v) — (2,0) leképezésre: 0 — 0, i +— j,

j — —i, tehat A az origo koruli 90°-os forgatas. 6
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Ortogonalis transzformaciok

D T:R" — R" ortogonalis, ha T(0) = 0 és T tavolsagtarto.
T Ha T ortogonalis tranformacio, akkor
1. hossztarto: |T(v)| = |v|,
additiv (0sszegtarto): T(v+w) = T(v) + T(w),
homogén: T(Av) = AT(v),
skalarszorzattarto: T(v) - T(w) = v - w,
szogtarto: (T(v), T(w)), = (v,w),,
bazist bazisba visz,
ortonormalt bazist ortonormalt bazisba visz.

~N O B W N



Ortogonalis transzformaciok 2

IT(v)] = |T(v) = 0] = [T(v) = T(0)| = |v — O] = |v];
parallelogrammat egybevagd parallelogrammaba visz;

trivi

(V+W)2 = V24 2v- W+ W2~ vew = S((vw]? — [v)? — |w]?);
az elézokbol;

0 =27 AiT(vi) = T Avi) ~ [ 22 Avi] = [TCZ; Avi)| = 0~
Aj = 0 minden i-re;

7. 1-, 4-, 6-bol.

o G & W N =



Ortogonalis matrix

D Egy A matrixot ortogonalisnak neveziink, ha az x — Ax
leképezés ortogonalis.
T Egy A € R™" matrixra ekvivalensek:
1. A ortogonalis,
2. A oszlopvektorai ortonormalt rendszert alkotnak R"”-ben,

3. A sorvektorai ortonormalt rendszert alkotnak R"-ben,
4 AT = AT



Ortogonalis matrix

B (1. = 2.) Ortogonalis leképezés az ey,..., €, ortonormalt bazist
ortonormalt bazisba viszi, ami az A oszlopvektoraibol all.
1, hai=}j,
(2. = 4) (ATA) = (AN (A)yy = (A)yi - (M) = o
0, hai#j.
(4. = 1.) Tetszoleges x € R"-re:
|AX|? = (Ax)T(Ax) = x"ATAX = x"Ix = x"x = |x|?,

~» az X — Ax hossztartd ~~ ortogonalis.

(2. « 3.) Az eddigek szerint A ortogonalis <= AA=| «<—
AAT = | < AT oszlopvektorai ONB-t alkotnak <= A
sorvektorai ONB-t alkotnak

10



Matrix- és linearis lekepezéesek



A matrixleképezés fogalma

D Legyen Ac F™" az A:F" — F";x — AXx leképezést az A-hoz
tartozo matrixleképezésnek nevezziik.
D Képtéraz A leképezés értékkészlete: Im(A) (Im(A) < F™)
Im(A) = O(A) (a leképezés képtere = a matrix oszlopterével)
D Magtér (kernel): azoknak a vektoroknak az altere, melyet A a
nullvektorba visz, jelolése Ker(A). (Ker(A) < F")
Ker(A) = N(A) (a leképezés magtere = a matrix nullterével)
T L Ftest A B,CecF™ N XeF"kYeFr*n S TeF™n
A,B,C,X,Y,S, T a hozzajuk tartozo matrixleképezések, c € F.
Ekkor
1. A+B=C < A+B=C(és
2. CA=C < cA=C
3. XY =C <= XoY = C(matrixszorzas - fv. kompozicioja)
4. S=T7" «= S =T""(matrix inverze - fliggvény inverze)



A matrixleképezés

P Legyen a = (ay,a;,a3) € R3, és legyen
AR SR x—axx

Mutassuk meg, hogy az A matrixleképezeés, azaz letezik egy
olyan A matrix, hogy A(x) = Ax.

M A vektori szorzas koordinatas alakja alapjan

— 43Xy + A2X3 0 —a3 ar X1
axXx= asXq — X3 | = as 0 —aq| [Xx2]f-
— X7 + A1X2 —ay an 0] |Xx3

12



A matrixleképezés tulajdonsagai

T Legyen A:TF" — F™ egy tetszOleges matrixleképezés, x,y € F”,
¢,d eF.
1. A(cx + dy) = cA(x) + dA(y), azaz A megorzi a linearis
kombinaciot.
2. Az A homogén ées additiv lekepezés, azaz

A(cx) = cA(x), (a leképezés homogen), és
A(x+y) =A(X) +A(Y), (a leképezés additiv).
3. AO=0.

4. TetszOleges altér képe alter.
5. Tetszbleges affin altér képe affin altér.

13



Linearis leképezés

D H, és H, mindegyikének elemein értelmezve van egy
asszociativ 0sszeadas és egy ,skalarral valo szorzas” muvelet
(pl. vektortér).

Azt mondjuk, hogy egy A : Hy — H, leképezés linearis, ha
homogén és additiv, azaz ha tetszoleges x,y € H; elemre és ¢
skalarra

A(cx) = cA(x) (A homogén,)
A(X+y) = Ax+ Ay (A additiv.)
Hi = H, esetén linearis transzformacionak is nevezzik.
P A sikbeli vektorok egy rogzitett O pont koruli forgatasa, egy
egyenesre valo tiikrozése és merdleges vetitése linearis

leképezés.
P AD:f—fésazl:fr fabfleképezések linearis leképezesek. 4,



Linearis leképezés ekvivalens definicioi

A Egy tetszOleges A : F" — F™ leképezésre az alabbi allitasok
ekvivalensek:
1. A linearis, azaz homogén és additiv.
2. Tetszbleges x,y € F" és ¢,d € IF esetén

A(cx + dy) = cA(x) + dA(y)
3. TetszOleges x,y € F" és c € FF esetén
A(cx+y) = cA(X) + A(y)

4. ,Megbrzi” a linearis kombinaciot, azaz tetszoleges
X1,...,X, € F" vektorokra és ¢y, ¢y, ..., C, € F skalarra

A(C1Xq + -+ - 4 CpXg) = CIAX] + - - - + CRAXp.

15



Az F" — F™ leképezések matrixleképezések

T Legyen A:F" — F™ egy tetszOleges fliggvény. Az A pontosan
akkor linearis leképezés, ha létezik egy olyan m x n-es A matrix,
hogy az A figgveny megegyezik az x — Ax leképezéessel. Ekkor

A = [Aeq|Aey| ... |Aey],
ahol e; az i-edik standard egységvektor (i = 1,2,...,n).
B (A matrixleképezés = A linearis) v/
(A matrixleképezés «< A linearis)
AX = A(x1€1 4+ X262 + ... + Xn€p)
= X1Aeq + XoAes + ... + XpAe,
X1

:[Ae1 Aey ... Aen} 2

Xn 16



Megjegyzések

- Linearis leképezésekrol olyan esetben is beszélhetiink, amikor
a leképezésnek nincs matrixa (pl. végtelen dimenzios
vektorterek esetén).

- Kulonbség van a linearis leképezés és a matrixleképezes kozt
F" — F™ fuggvenyek eseten is:

A linearis leképezeés flggetlen a bazistol, az csak maga a
fuggveny, mely megadja, hogy melyik vektornak melyik vektor a
kepe.

A matrixlekepezés mindig valamely bazisra vonatkozik. Egy
linearis leképezéshez minden bazisban tartozik egy
matrixleképezés, melynek matrixa fligg a bazistol.

- Alinearis F — I leképezések azonosak az x — cx
fuggvéenyekkel, ahol ¢ € TF konstans.



A matrixleképezés szemléltetése négyzetraccsal
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A linearis leképezés szemléltetése levéldiagrammal

er

20



D Négyzetes matrix nyoman féatlojaban lévd elemeinek dsszegét
értjuk. jeloles: trace(A).

A Anyom F"™*" — F linearis leképezés, mert

1. trace(A+ B) = trace A+ trace B

2. trace(cA) = ctraceA
T trace(AB) = trace(BA)

n n

B trace AB ZA,*B*, = Z Z O,'jbj,‘

i=1 j=1
n n n

n n
=> > agbi=)_ > bjaj=7 BuA,
j=1 j=1

=1 i=1 j=1i=1
= trace(BA).
T trace(C'C) = Y, >, ch

21



A 2D es 3D ter transzformacioi




T Asik vektorait egy pont korul « szoggel elforgato leképezes
matrixa

. cosa  —sin
A=A AJ}:[.Q O‘].
SIN o COS «

(cosa, Sin «)

22



A koordinatatengelyek koruli o szoggel valo forgatas matrixa:
z-tengely koruli forgatasnal i és j vektorok fordulnak

1 CoS 0 —sSina 0 0 cosae —sSina 0
0 — |[sinal|, [1| — | cosa |, [0 — |0]| ~» |sina cosa O
0 0 0 0 1 1 0 0 1

x- €s az y-tengely korlli forgatas matrixai:

1 0 0 cosae 0 sina
0 cosa —sinal, 0 1 0
0 sina CcoSa —sina 0 cosa

a sikot a szoggel elforgatd matrix invertalhato, mert
determinansa 1,
inverze geometriai és algebrai okoskodassal is felirhato:

lCOSoz —sina] B _ [cos(—a) —sin(—a)] _ lCOSOx sina]

Sina COSa sin(—a)  cos(—a) —sSina  Ccosa

23



Meroleges vetités

T Asikvagy a tér vektorait egy b iranyvektorl egyenesre
merélegesen vetito leképezés matrixa
1
b’b
B x-nek a e egységvektor egyenesére esd meroleges vetiilete

P= —_bb', specialisan P = ee', ha e egységvektor.

proj,x = (x-e)-e =e(e-x) = e(e'x) = (ee")x ~ P = ee'.
Ha b # 0, akkor e = b/|b| jelolés mellett P = ee” = bb'"/|b|%.
n

) , o X proj, x
T A tér vektorait az n egységnyi

normalvektorl sikra merodlege-
sen vetitd leképezés matrixa S

rojs X
T Py
P=I—nn". ”



Tukrozeés

T Asik vektorait az x-tengellyel «/2 szoget bezard egyenesre
tukrozo linearis leképezés matrixa

coSa  Sina
sina —cosal|

(cos a, sin a)

(sina, — cos «)

T Atérvektorait az n egységnyi normalvektor( sikra tiikrozo
leképezés matrixa

P:I—2nnT. 25



Vetités hipersikra és egyenesre R"-ben

m A tér sikra és egyenesre vonatkozo vetitd és tlikrozé matrixai
valtoztatas nélkil atvihetok R hipersikra és egyenesre
vonatkozo transzformacioira.

P Irjuk fel az R*-beli v = (1,0,2, —2) vektorra valdo meréleges
vetités P matrixat!

10 2 =2
00 0 O
_ T_1
M P=wW =3 5 0 4 —4
-2 0 —4 4

P irjuk fel az R*-beli x 4+ 2z — 2w = 0 egyenlet( hipersikra valo
meréleges vetités P’ matrixat! (e sik normalvektora v!)

8§ 0 -2 2
09 00
MP=1- 1w =1-P=
viv -2 0 5 4
2 0 4 5

26



Tiikrozés hipersikra és egyenesre R"-ben

P Irjuk fel az R*-beli v = (1,0,2, —2) vektorra valo tiikrozés T
matrixat, és szamitsuk ki aw = (1,1,1,1) vektor tukorkepet!
M Az x vektor v egyenesére merdleges 6sszetevéje (I — 7-wT)x,

ennek 2-szeresét kell kivonni x-bdl, igy a tikorkép matrixa
-7 0 4 —4
1 2 1 =
TZl—Z(l—WVVT):WVVT—|:§ 2 3 _(1) _2
—4 0 -8 —1
T(1,1,1,1) = §(=7,-9,-5,-13)
P irjuk fel az x + 2z — 2w = 0 egyenlet( hipersikra valo tikrozés
T’ matrixat, es szamitsuk ki a w = (1,1,1,1) vektor tukorkéepet!

7 0 —4 4 1 7
2 ] 0 9 0 O 1 119
M T =1-——w'=— T =2
viv 9(—-4 0 17 8 1 9|5
4 0 8 1 1 13 27



P Hatarozzuk meg annak a linearis leképezésnek a matrixat,
mely a tér 0sszes pontjat az (1, —2,1) vektorral parhuzamos
iranyban az x + y + 2z = 0 egyenletU sikra vetiti.

M A vetités P matrixara

—1
1
0

-2 0
0 0|, ahonnan P =
17 0

28



P Hatarozzuk meg annak a linearis leképezésnek a matrixat,
mely a tér osszes pontjat az (1, —2,1) vektorra vetiti az
X+ y+ 2z =0 egyenletl sikkal parhuzamosan.

M A vetitées P matrixara

—1 0 -2 0 1 1
P|1|=1{0f, P]O|=|0|, P|=2|=]|=2
0 0 1 0 1 1
Egyetlen matrixszorzasba foglalva:
-1 =2 1 0 O 1 1 1 2
Pl 17 0 -2 =10 0 =2, ahonnanP=|—-2 —2 —4].

0 1 1 0 0 1 1 1 2

29



Eltolas homogén koordinakat hasznalva

- Az eltolas nem linearis leképezés, de...
- Sik eltolasa beagyazva a térbe: a z = 1 egyenletl sikot toljuk el:

X X+ a

Tlyl=|y+b].
1 1

Ez még mindig nem linearis, de mivel z =1, ezért a

X X+ az

Tly|=|y+bz
z z

leképezés mar az, matrixa

30
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Meroleges vetités, legjobb kozelités




Egy W altér esetén W+ jelolte a W-re merdleges vektorok
alteret.

Legyen W az n-dimenzios valos vagy komplex U vektortér egy
altere. Ekkor
1. Wnwt = {0},
2. W+ Wt =1,
3. U minden vektora egyértelmlen eléall egy W- és egy
W--beli vektor dsszegeként,
4 (WHLE=w.

31



Meroleges vetités R" egy alterére

D Azt mondjuk, hogy azv € V vektornak a W < V altérre eso
meroleges vetilete a w vektor, haw € W, és v —w merdleges a
W altérre, azazv — w € WL. Av — w vektort a v vektor W
altérre meroleges 0sszetevojének nevezziik.

T Altérre valo vetités matrixa: Ha W az R” egy altere, és az A
matrix oszlopvektorai a W egy bazisat alkotjak (tehat A teljes
oszloprangu), akkor a W altérre valo meréleges vetités, azaz a
proj,, leképezés matrixa | A(ATA)~'AT.

B LveR"ésw=projyv.

OA) =W~ 3Ix AX=w

Wt = N(AT) ~ v —w € N(AT)

~ AT(V — W) = 0 ~ AT(v — AX) = 0 ~ ATAXx = A'v.

ATA invertalhatd, azaz x = (ATA)~'ATv

proj,, v =w = Ax = A(ATA)'Alv. 32




P Hatarozzuk mega (—2,1,3) vektornak az (1,0,1) eés a (—1,2,0)
vektorok altal kifeszitett sikra es6 meroleges vetiiletét!

M Az altér bazisvektoraibol képzett matrix

17 -1 S5 -2k
A=1{0 2 ,amibélA(ATA)”Ang -2
1 4

- gy a (—2,1,3) vektor merdleges vetiilete

33



Meroleges vetités matrixai

T Egy P matrix pontosan akkor meréleges vetités matrixa, ha
P=Pl =P
B (=) Tfh P egy P merdleges vetités matrixa R" standard
bazisaban. Legyenek A oszlopai az Im(P) = O(P) egy
tetszbleges bazisanak vektorai.
Ekkor P = A(ATA)~TAT,
2
P2 = (AATA)TAT)" = A(ATA) TATA(ATA) AT = A(ATA) AT = P,
T T
PT= (A(ATA)AT) = A((ATA)TT) AT = A(ATA) AT = P.

(«<=) Tfh P = PT = P2 (Biz: P az O(P)-re merdlegesen vetit)
Elég megmutatni, hogy Vx : x — Px L O(P)
P2 =P~ P(X—PX) = Px —P’X =0~ x — Px € N(P)

deP=P" ~ x—Px € N(PT) ~ x —Px L O(P).
34



P lIgazoljuk, hogy az

1700 0 10 0 1 3 -1 =1 —1
o100 10110 1]-1 3 =1 —1
0000 20110 &|-1 -1 3 —1
0 00O 10 0 1 1 -1 -1 3

matrixok merdleges vetités matrixai! Hany dimenzios térre
vetitenek?

35



Altéertol valo tavolsag

D x-neka W < R" altértdl valo tavolsagan a W altér x-hez
legkozelebbi w vektoranak téle vald tavolsagat értjiik. E vektort
az x vektor W-beli legjobb kozelitésenek nevezziik.

T Legjobb kozelites tétele Adva van x € R", W < R". Az x
vektornak egyetlen W-beli legjobb X kozelitése van,
nevezetesen X = projy,, X.

B LlweW: x—w= (X—projy X) + (proj,, x — w).

X — Projy, X € W+, proj,, x —w € W
alkalmazhato rajuk Pithagorasz tétele:

X — W|? = |x — projyy, X|* + | projy, x — w|?.

- gy |x — w[? > |x — projy,, x|?, és egyenléség csak akkor allhat
fonn, ha w = x = proj,, x, ami egyuttal a legjobb kozelités

egyértelmuséget is bizonyitja. .



Vektor felbontasa meroleges 0sszetevokre

T xeR" W <R" Az x vektor egyértelmien felbomlik egy
W-beli w és egy W-re meréleges w vektor 0sszegére,
nevezetesen W = projy, X és wt = x — w.

B Tfh letezik két felbontas: x = w + w+ = v + v+
oV — W= Wt — vt
ewW e wt

~~sV—W=0~V=W

37



P L'W =span((1,-1,1,0),(0,1,—1,0)) < R* x = (8,4,2,1).
Bontsuk fel az x vektort W-be esé és W-re merédleges vektorok
0sszegere.

M A W-re valo merdleges vetités matrixa P = W(W™W)~"WT, ahol
W két oszlopa a megadott két bazisvektor, tehat

1 0 1 0 0 0] |8 8
— . —=1/2 0Of |4 1
W= T , amibol Px = U2 / =
1 — 0 —-1/2 1/2 0] |2 —1
0O O 0 0 0 0] [1 0

- lgy projyyx = Px = (8,1,—1,0) &s x — projy,, x = (0,3,3,1).
Egyszeru szamitassal ellendrizheto, hogy a (8,1,—1,0) € W és
hogy (0,3,3,1) € W+, azaz (0,3,3,1) L W, azaz merGleges a

W-t kifeszitd bazisvektorok mindegyikére. .



A vetiilet gyorsabb kiszamitasa a vetito matrix nélkiil

- WW'W) Wb =w m =

39



A véges test esete: Paratlanvaros

- Paratlanvaros tgyeit hatékonyan intézi:

1. minden bizottsag paratlan sok tagbol all,

2. barmely két bizottsagnak csak paros sok kozos tagja lehet.
Ha a lakok szama v, legfoljebb v bizottsagot tudnak létrehozni.
B Lakok: {1,2,...,v}, bizottsagok: {Bn,..., By}, €s legyen

1, haie Bj,
mj = L M = [Mjilyxp-
0, egyebkent,

p 1

- ab x b-es M"M-ben [M"M]; eleme B; N B; halmaz elemszamat
adja, ami i = j esetén paratlan, i # j esetén paros.

- [, folott tekintjik: MTM = 1,

-~ r(MTM) =b~ (M) > b

- MeF>b v r(M)=b,r(M) <v

-~ b < v(=pl egyfés bizottsagok esetén). 40



A véges test esete: Parosvaros

Parosvaros ugyeit megfontoltan intézi:
1. minden bizottsag paros sok taghol all,
2. barmely két bizottsagnak csak paros sok kozos tagja lehet.
A Ha a lakok szama v, legfoljebb 21v/2) — 1 bizottsagot tudnak
letrehozni.
B F, folott: MTM = 0, azaz M minden oszlopvektora meréleges
mindegyik masikra
- W =span(M, Mo, ..., My}, 18y barmely x,y € W-re:
X-y = (XM +. ..+ XpMyp) - (ViMaq +. .+ YpM,p) = inij*iM*j = 0.
1)
- W W dedimW +dimWE =dimFy = v~ dimW < v
- W elemszama legfoljebb 21%/2) — 1 (lires részhalmaz kizarva).
- Akorlat el is érhetd |v/2| hazasparral.
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Optimalis megoldas




Inkonzisztens egyenletrendszerek

- Ax = b pontosan akkor konzisztens, ha b € O(A). Inkonzisztens
esetben mit tehetlink?

D Keressunk olyan x megoldast, melyre Ax a legkozelebb van
b-hez (azaz (b — Ax)? a legkisebb).

- E megoldasokat az Ax = b egyenletrendszer optimalis
megoldasainak vagy a legRisebb négyzetek elve szerinti
megoldasainak nevezzik.

- Lb= projO(A) b, és az Ax = b egyenletrendszer helyett oldjuk
meg az AX = b egyenletrendszert!

T Az Ax = b egyenletrendszer optimalis megoldasai
megegyeznek az egyenletrendszer
megoldasaival. Ezek kozul egyetlen egy esik az A matrix
sorterébe, a legkisebb abszolat értékd.

- Neve: normalegyenlet-rendszer vagy normalegyenlet. 42



Ax = b opt. megoldasai = AX = pt‘OJO b megoldasai

(x optmo. = ATAx=ATb) b — prOJO( ab LOMR) ~

b — projo b € N(AT) ~ AT(b — projo, b) = 0.

AX = pFOJO(A) b ~ AT(b — AX) = 0, ~ ATAX = ATh.

(x: ATAXx = ATb = x opt.mo.)

AT(b —AX) =0~ b — AX € N(AT) ~ b — AX L O(A)

b = Ax + (b — AX) - felbontas két merodleges vektor 6sszegére
a L vetiilet definicioja szerint AX = projoa) b, (X opt.mo.)
S(ATA) = S(A), mert Ax = 0 <> ATAx = 0, azaz N'(A) = N'(ATA)
ugyanis AX = 0 ~ ATAX = 0 ~ N (A) C N(ATA)

masrészt ATAX = 0 ~» 0 = X' ATAX = (AX)"(AX) ~» AX = 0 ~
N(A) D N(ATA), tehat N'(A) = NV (ATA).

Egyetlen egy mo. van A'A sorterében, igy A sorterében is!
Minden valos matrixra r(ATA) = r(A). (ui. S(ATA) = S(A))

Ha A teljes oszloprangl, akkor az Ax = b egyenletrendszernek
egyetlen optimalis megoldasa van. (ui. ATA invertalhato) $3



Példa: egyenletrendszer optimalis megoldasai

P Hatarozzuk meg az

y+ z=3
X+y+22=2
X + z=2

egyenletrendszert optimalis megoldasait, és a
min. absz. értékdt!

m Az egyenletrendszer inkonzisztens:
0 1 1|3 70 1]0

0

1
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Példa folytatasa: a minimalis abszolit érteki

Az 0sszes megoldas:
2 1 3 4

1 1
123500 N ey x= 2+t
0 1 1 200 & X= :
336 9 0 1

A minimalis abszolUt értékl = sortérbe esé megoldas: az
eredeti egyenletrendszer kiegészitésevel:

T 0 1 1 1T 0 00
O 11 2=1]10 1 0 1.
-1 -1 10 00 1 1

A sortérbe esé megoldas (0,1, 1), azaz az 0sszes megoldas
ezzel folirva:
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Linearis regresszio

y = a + bx valtozoira méréseket végzink, hogy meghatarozzuk
a és b érteket.

1T X Y
| X a Y2
n mérés utan | ol =1 |
T Xn Vn
normalegyenlet
1T x )2
1 1T e qal |11 1|2
X1 X . x| |5 bl ¥ ox oo Xal |
T Xn Vi

kifejtve

n x| |a Y
Sxi S| bl |y

Az y = a + bx egyenest regresszios egyenesnek nevezziik, mely

a megadott adatokra a legkisebb négyzetek elve szerinti 40



T Az (x,y;) (i=1,2,...n) parokhoz tartozo, y = a + bx egyenlet

regresszios egyenes paraméterei kielégitik az

nooY x| lal | XV
SXi DX bl | xw;

egyenletet. Ez egyértelmien megoldhato, ha van legalabb két
kilonbozo x; érték.
még bizonyitando az egyértelmiség: ha van két kilonbozo x;

erték, akkor az
T X

1T X9
A p—
1 Xp
matrix teljes oszloprang(, igy r(ATA) = 2, és a normalegyenlet
egyértelmien egyértelmien megoldhato.
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Polinomialis regresszio

- Keressiink az ag + a1x + - - - + apx* polinom egyitthatoira
optimalis becslést a legkisebb négyzetek modszerével, ha az
(xi,y;) (i =1,2,...n) parok sorozatat ismerjik.

- Keresendd az n egyenletbol allo k + 1-ismeretlenes

Ao + G1X1 + ...+ apxt = vy

Qo+ o+ ...+ apl =y,

Ao + G1Xn + ... 4+ apxt =y,

egyenletrendszer megoldasa az ao, as,.., a, ismeretlenekre.
R

T X 00X do Vi

T X ... X’? a Vo R .
’ = |""|, opt.mo. az X"Xa = X"y -béLl.
) :

T Xo ... X ag Vn
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Pszeudoinverz




Pszeudoinverz - altalanositott inverz

- Ax = b sortérbe esd optimalis megoldasa megkaphato egy
X = ATb képlettel?

- Ax= B(: projO(A) b) egyenlet mindig megoldhato, sortérbe
esé x megoldasara X = A*b = A*b kéne!
~ At(b—b) =0~z e N(AT) = Atz =0.

- Az inverz fogalmanak sokféle altalanositasa van.
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Moore - Penrose-féle pszeudoinverz

D A Moore - Penrose-féle pszeudoinverz
Legyen A egy m x n-es valos matrix. Pszeudoinverzen vagy
Moore - Penrose-féle pszeudoinverzén azt az A*-szal jelolt
matrixot ertjuk, amellyel
1. AT hatasa O(A)-n: a sortér minden x vektorara A*(Ax) = x,
2. AT hatasa O(A)*-én: minden z € N(AT) vektorra A*z = 0.

- m x n-es matrix pszeudoinverze n x m-es
- A'-hoz tartozd6 matrixleképezés hatasat ismerjiuk az O(A)
altéren és meroleges kiegészitd alterén, ezeken definicio
alapjan linearis ~ az egész térre kiterjesztheto linearisan ~
létezik és egyértelmd!
- N(AT) = N(AT), és S(AT) = N(AH)L, Tgy
S(At) = S(AT) = O(A). >0



Néhany pszeudoinverz

- At =A"T haAinvertalhato,
- Oxxn = Onxmy

- [a]* =[Ya], ha a # 0, és [0]* = [0],

- (A+)+:A,
- haa;#0(=1,2,...,r), akkor
- o+ - -
an 0 ... 0 ai” 0 ...
0O ap ... 0 0 Oizz
C 0 -1 0 =z - . 10
0 0 ...ay 0 0 ... ai”
0 0 | 0] 0]
= mxn L 4 nXm
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A pszeudoinverz matrixa

T A pszeudoinverz matrixa
Ha a valos A matrix teljes oszloprangu, akkor

At = (ATA) AT, (1)
ha teljes sorrangd, akkor
At = AT(AAT)~". (2)

Ha A = BC, ahol B egy teljes oszloprangu, C egy teljes
sorrangu matrix, akkor
AT =cCtBT =C'(cc)~'(B"B) "B’ (3)
= C'(B'ACT) "B, (4)
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- Ateljes oszloprangl ~ értelmezési tartomany = sortér
(ATA)TATAX = x.

A'z=0= Atz =0, mert (ATA)~'A"Tz= (ATA)~'0 = 0.

- Ateljes sorrangl ~» oszloptér = egész tér ~» Ax = y konzisztens
X az egyetlen sortérbe esé megoldas, akkor minden mas x
megoldas esetén projg X = X ~ ATy = X, ugyanis

projsa) X = AT(AAT) "Ax = (AT(AAT) 1) (AX) = Aty.

- A=BC y=Ax,w=Cxeésy=Bw
B teljes oszloprang(, C teljes sorrangl ~ C*Bty = Ctw =x a)
v
A és B oszloptere azonos ~ BTz = 0, tehat C"BTz =0 b) v
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Peldak

- Szamitsuk ki a kovetkezo matrixok pszeudoinverzét!
0 1

B=1|1 1]/,C=
T 0

1T 0 1
0 11

0 11
]éSM:112
T 0 1

- Bteljes oszloprangl, hasznaljuk az (1) képletet

=i
B* — (B7B)'B = 2 1 [0 1 1
12 |11 o0

| —1/3- 0 1 1 |- V3 23
I =N I A R I BE ]

- A C matrix teljes sorrang(, igy a (2) képlet szerint

1 0 |‘2 1‘|—1_ 23 =13

cr=ci(cch"= 10 1

71/3 2/3 . 54

1/3 1/3




M bazisfelbontasa BC:

2/3 _1/3
tT=C'Bt=|-15 24
1/3 1/3
A (4) képlettel
=c'(B"MC")~ "B’
17 0
1
0 1
0
1 1
4 1
_9 5 1 —4
17 2 1

|

_‘1/3 'I/3
2/3 'I/3

Qo O
O 4
—_ N

55



Moore - Penrose-tétel

A valés A matrixnak X pontosan akkor pszeudoinverze, ha az
alabbi négy feltetel mindegyike fennall:

a)AXA=A, b)XAX=X, ¢)(AX)! =AX, d)(XA)" = XA.

(AT teljesiti e feltételeket)
AATA = AR"(RR")~"(B'B)'B'A
= BRR'(RR")"'(B'"B)"'B'BR =BR = A
ATAAT = R"(RR")~'(B'"B)"'B'BRR"(RR")'(B'B)'B"
=RI(RR)""(B'B)"'BT = AT
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A= (R'(RR")~'(B'B)'B")(BR) = R'(RR") 'R,

AT = (BR)(R"(RR")""(B"B)~"'B") = B(B'B)'B.
(ATA)"T = (RT(RRT)"'R)" = R"(RRT) 'R = ATA
(AAT)T = (B(B'B)'B)" = B(B'B) 'B" = AA™.

(EgyertelmUség) Tfh X és Y is teljesiti a 4 feltételt:

AY 2 axay < (Ax)T(AY)T = XTATYTAT

— XT(AYA)T 2 XTAT = (AX)T < AX

YA 2 vaxa 2 (ya) (xa)T = ATYTATXT

— (AYA)XT Z ATXT = (xA)T £ XA

v 2 vay @ vax © xax 2 x.
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ATA és AAT merdleges vetités
Tetszéleges A € R™<" matrix esetén

ATA =projgp €s AAT =projop, -

Tehat ATA az R" teret merdlegesen vetiti A sorterére, mig AA™
az R™ teret merdlegesen vetiti A oszloptereére.

Az elézéekben bizonyitottuk, hogy A*A = RT(RRT)~'R, ami épp
az R" oszlopvektorai altal kifeszitett térre — azaz a sortérre -
valo merdleges vetités matrixa.

Az el6z6ekben bizonyitottuk, hogy AA* = B(B'B)~'B', ami a B
oszlopvektorai altal kifeszitett térre — azaz az oszloptérre - valo
meroleges vetités matrixa.
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A minimalis abszolit értéki optimalis megoldas

T Optimalis megoldas pszeudoinverzzel

Legyen A egy valos matrix. Az Ax = b egyenletrendszernek az
X = ATb a minimalis abszolut értéeki optimalis megoldasa.

- (A*b optimalis megoldas), azaz megoldasa az ATAx = ATb
normalegyenlet-rendszernek
- lgazolni kell, hogy ATAA*b = ATb.
- Elégezt: ATAAT = AT
- A=BR
A'AAT = (R'B")(B(B'B)"'B")
=R'(B'B)(B'B)'B" = R'B" = AT
- Atb asortérben van, és a sortérbe csak egyetlen optimalis

megoldas esik 5



P Adjuk meg az

y+ z=3
X+y+22=72
X 4+ z=2

egyenletrendszer minimalis abszoldt értékd optimalis
megoldasat!

M Az egyenletrendszer inkonzisztens, ami bovitett matrixanak
redukalt [épcsos alakjabol leolvashato.

A minimalis abszolUt értékl optimalis megoldas
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