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Homogén és inhomogeén
egyenletrendszer megoldasai



Homogeén és inhomogén
egyenletrendszer megoldasai

Megoldhatosag és a megoldasok szama



Matrix rangja

A

Foelemek oszlopai

Egy test folotti matrix barmely lépcsds alakjaban a féelemek
ugyanazokban az oszlopokban vannak, tehat ezek szama is
fliggetlen a lépcsés alaktol.

p - ” , , - a redukalt
barmely lepcsos barmely lepcsos .,
. . B lepcsos alak
alak foelemeinek |=| alak nemzérus |= B
B ) B vezéregye-
szama sorainak szama . P
seinek szama.

Matrix rangja

Egy matrix valamely [épcsos alakjaban a nemnulla sorok

szamat a matrix rangjanak nevezzuk. Az A rangjat r(A)

(rang(A) vagy rank(A)) jeloli. p



Rang kiszamitasa

P Szamitsuk ki az alabbi matrixok rangjat!

T 11 0110
2 3 321 T 1 =1 =1 10 0 1
[oo]’[oo4]’1—11—1’1001

T =1 =1 1 0110

M 1,242

T 1 1 170 0 1
0 -2 0 -2 0110
0 0 -2 2" |000O
0 0 0 —4 0000



Kotott es szabad valtozok

A Kotott és szabad valtozok szama
Ha az n-ismeretlenes [A|b] matrixu egyenletrendszer
megoldhato, és r(A) = r, akkRor a Gauss- vagy a
Gauss-Jordan-modszerrel kapott megoldasaban a kRotott
valtozok szama r, a szabad valtozoke n — r.

>
1T 3 2 6 0 4 1]2
00 3 1 2 3 0]1
0 00 0 O0O0 4|5
0 00 0O0O0TO0|0

M Itt 3 a kotott és 4 a szabad valtozok szama.



Egyenletrendszer megoldhatosaganak feltétele

T A megoldhatdosag matrixrangos feltétele
Legyen [A|b] egy n-ismeretlenes linearis egyenletrendszer.

1. Ez pontosan akkor oldhatd meg, ha
r(A) = r(Alb).

2. Ez az egyenletrendszer pontosan akkor oldhaté meg
egyértelmdien, ha

r(A) =r(Alb) = n.



A megoldasok szama

- Valos egyutthatos inhomogén és homogén linearis egyrsz-ek:

Feltétel Megoldasok szama Feltétel Megoldasok szama
r(A) < r(Alb) 0 r(A)=n 1
r(A) =r(Alb) =n 1 r(A) <n 00
r(A) =r(Alb) <n 00

T Homogeén linearis egyenletrendszer megoldhatosaga
Az [A|0] homogen linearis egyenletrendszer mindig
megoldhatd (0-vektor, a trivialis megoldas). Pontosan akkor
van nemtrivialis megoldasa is, ha r(A) < n, ahol n az
ismeretlenek — azaz A oszlopainak — szamat jeloli. Ha m
egyenletbdl all és m < n, akkor van nemtrivialis megoldas. .



Az a parameéter mely ertékei mellett van az alabbi
egyenletrendszernek 0, 1, illetve oo sok megoldasa?

T 1 al1 S1—51 1 1 a 1

1 a 1|a|l 22 [0 a=1 1-a| a-1| 2
a 1 1|ad 0 1—a 1—-a*|a*—a
11 a 1

0 a-—1 1—a a—1

0 0 —(a—-Na+2)|@+Mna-1

a=1a rang 1, az egyenletrendszer az x; + X, + x3 = 1. Ennek
megoldasa: (x1,X2,x3) = (1—5 —t,s,t), azaz

Xq 1 —1 -1
| =0l +s|1]|+t]|o0
X3 0 0 1

a = —2: az egylitthatomatrix rangja 2, a bdvitett matrix rangja
3, az egyenletrendszer nem konzisztens!
(a+1)° 1 a+1
a#1,a# =2 X4 = , Xo =
#has T a2 a+2

X3 = — .
» a+?2




Homogeén és inhomogén
egyenletrendszer megoldasai

Homogen linearis egyenletrendszer
megoldasainak tere



Homogeén linearis egyenletrendszer megoldasai

A Megoldasok linearis kombinacidja

Egy homogén linearis egyenletrendszer megoldasainak
barmely linearis kombinacioja is megoldas.

B Elég két megoldasra bizonyitani. Jelolje aq, a,,..,a, az
egyenletrendszer egyutthatomatrixanak oszlopvektorait. L!
X= (X1,X2,...,%Xn) €Y = (V1,V2,...,Vn) két tetszéleges mo.:

QX1 t+aXy+...+apx, =0
a1 +ay,+...+apyn =0,

Legyen ¢, d két tetszoleges skalar. Biz,, hogy cx + dy is mo.:
a1 (0 + dyr) + a(0q + dyz) + ...+ an(CXy + dyn) =

(carx1 + daqyr) + (caxxa + dazys) + ... + (canXn + danyn) =
c(@xy+ ... +anxp) +d(@y1 +... +anpyn) =0+ 0=0. 8



Valos vektorter

Egyeldre az F test folotti vektoron F" elemeit értjik.

D Vektortér, altér
Az F test folotti vektortéren vektorok olyan nem Ures ¥V
halmazat értjiik, mely zart a vektorosszeadas és a skalarral
szorzas mUveletére. Ha U/ és V két vektortér és U C V, akkor
azt mondjuk, hogy az U vektortéer a V vektortér altere.
Jelolese: U < V.

- Az A vektorhalmaz pontosan akkor vektortér, ha az A-beli
vektorokbol F elemeivel képzett linearis kombinaciok is mind
A-ban vannak.



Valos vektorterek

Minden pozitiv n egész esetén R" vektortér.

R?-ben egy origbn atmend egyenes vektorai (az egyenes
pontjaiba mutato helyvektorok) alteret alkotnak.

R3-ben barmely origdbn atmené sik vagy egyenes vektorai

alteret alkotnak.

Az R3 imént felsorolt alterei ,olyanok”, mint az R és az R?. (Az
,olyanok” fogalmat precizen a vektorterek izomorfizmusanak
fogalma fogja tisztazni. Akkor fogjuk igazolni, hogy R" alterei
valoban mind ,olyanok”, mint R, ahol k < n.) 10



Alterek tulajdonsagai és szemléltetésiik

VAGIOKOXY

= {0}

- Minden altérnek eleme a nullvektor (barmely altérbeli vektor
0-szorosa is benne van).

- Minden altérbeli x vektorral egylitt annak ellentettje
(—1-szerese), a —x vektor is eleme az altérnek.

- Minden vektortér maga is altér (sajat maga altere).

- = {0} a zérustér altér. (NEM nulltér a neve!).

- Alter altere alter,azazhatd <V, es W < U, akkor W < V.

- Alterek metszete altér: Y N Y = W.

"



Alterek tulajdonsagai és szemléltetésiik

Ket

altér unioja pontosan
- akkor altér, ha egyikik altere
a masiknak. 0 0

P Alteret alkotnak-e az alabbi vektorhalmazok R3-ben?

{6y, 2) [x=y, z=xy},

{(s+2t,s—1,25+1t)|s,teR},

{(6¥,2) | 2=y +2=0},

{xy,2) | x=2t,y=—t, z=t, te R}

Nem. (PL. (1,1,1) benne van, (2,2,2) nem.)

Nem. Nincs benne a nullvektor.

lgen. Az n = (2,—1,1) normalvektorl sik. (Ha x ésy a sik
két vektora, azazn-x=0ésn-y =0, akkorn-(x+y) =0
ésn-(cx)=0is)

Igen. Av = (2,—1,1) vektor skalarszorosai. *



Alterek tulajdonsagai és szemléltetésiik

A Megoldasok altere
Egy n-ismeretlenes homogen linearis egyenletrendszer
megoldashalmaza alteret alkot R"-ben.

D Nulltér

Az A egyitthatomatrixd hom. lin. egyrsz. megoldasainak
alterét az A matrix nullterének nevezzik és N'(A)-val jeloljuk.

12 1 2 1
P Hatarozzuk meg a [1 2 3 3 1} matrix nullterét:
36 7 8 3
X1 —2s—3t—u =7 -3 —1
X s 1 0 0
M x| = —5t =s| 0| +t|—3|+ul| O
X 0 1 0
Xs u 0 0 1 E



R? és R alterei

- R? alterei az alabbiak:
- a zérusvektorbol allo egyelem( halmaz, azaz a zérustér,
* egy origon atmeno egyenes 0sszes vektora,
+ a sik 0sszes vektora.

- Hasonloképp R? alterei:

« a zérusvektorbol allo egyelemi halmaz,

* egy origon atmeno egyenes 0sszes vektora,
* egy origon atmeno sik 0sszes vektora,

* a tér 0sszes vektora.

14



Kifeszitett altér

D Kifeszitett altér
V vektortér, a vi, Vo, ...V, € V vektorok

C1Vq1 + GV + ... + CRrVg

alakud linearis kombinacioinak halmazat a vy, vy,..., v, vektorok
altal kifeszitett altérnek nevezzik, és span(vy, vy, ..., Vg)-val
vagy (vi, Vs, ..., Vg)-val jeloljuk.

15



A  kifeszitett alter” alter?

A A kifeszitett altér altér
AV, Va,.., Vi € V veRtorok altal Rifeszitett span(vq, Va, . . ., Vi)

vektorhalmaz V egy altere.

B Legyen u = vy + Vo + ... + CpVy, €S
vV =dvq+ doVy + ... + dpVvp @ span(vy, v, ..., Vi) két
tetszoleges vektora, és legyen x € R tetszéleges valos.
Ekkor
XU = (XC1)Vq + (XC2)V2 + ... + (XC)Vp € Span(Vy, Vo, ..., Vi),
s
U+Vv=(C1+d)Vvi+...+ (Ckp + dr)Vg € Span(vi, Vva,...,Vg).



Az inhomogeén linearis egyenletrendszer megoldasai

T Homogén és inhomogén egyenletrendszer megoldasai

Az inhomogen linearis [A|b] matrixu egyenletrendszerre:

inhomogén inhomogén egy homogén
altalanos =| partikularis |+ altalanos

megoldasa megoldasa megoldasa
JX

7

.-



Az inhomogeén linearis egyenletrendszer megoldasai

B Legyen x az inhomogén egyenletrendszer egy partikularis
megoldasa, és jelolje # a homogeén, Z az inhomogén
egyenletrendszer megoldashalmazat.

X+ H CL:
aj, - X =bj,
a,-y=0, (iI=1,2,...,m)
~ Q- (X+Y) =aj X+ 3, Yy=b+0=0b;
~ X+vyeTl
X+ H D T: Meg kell mutatnunk, hogy Vz € Z 3y € H, hogy
Z=X+Y:
dj,-(z—x)=a,-z—a,-Xx=bj—bj=0 Vi=12,...,m

~ Z—XEH 7



D Azinhomogén linearis egyenletrendszer megoldasainak

halmaza egy altér eltoltja, melyet geometriai nyelven affin
altereknek nevezunk.

R Xo + N (A)

W
/ \

m Az inhomogén egyenletrendszer 6sszes megoldasa a homogén
0sszes megoldasanak - azaz NV (A)-nak - az inhomogen
valamelyik megoldasaval valo eltoltja. Mindegy melyik
megoldast valasztjuk!

0

19



Sorteér, oszloptér

D Sortér, oszloptér

Egy matrix oszlopvektorai altal kifeszitett alteret oszloptérnek,
a sorvektorai altal kifeszitett alteret sortérnek nevezzuk.

- Az m x n-esvalos A matrix sortere R" altere, oszloptere R
altere.
- Az A sorterét S(A), oszlopteret O(A) jeloli.

R

20



Egyenletrendszer megoldhatosaga

A Inhomogeén linearis egyenletrendszer megoldhatosaga
Az [A|b] matrixd egyenletrendszer pontosan akkor oldhato
meg, ha b eléall az A oszlopainak linearis kombinaciojakent,
azaz b benne van az A oszloptereben. A linearis kombinacio
egyltthatoi megegyeznek a megoldasvektor koordinataival.

21



P Hatarozzuk meg, hogy a v; = (1,0,1,2), v, = (—1,2,-2,1) és
vz = (1,1,1,1) vektorok altal kifeszitett altérnek eleme-e az
u=(—1,2,-3,6) vektor! Adjunk meg egy ezt bizonyito linearis
kombinaciot! Mutassuk meg, hogy a w = (—1,2, —3, 4) vektor
nem eleme az altérnek!

M XqV1 + XoVo + Xx3v3 = u ( = w) megoldasat keressiik. A szimultan
egyenletrendszer matrixa [v4 Vo v3 | u w].

T -1 1 -1 T =1 1 -1
0 21 2 2 0O 10| 2 2
1 -2 1 -3 =3 0O 0 1|-2 =2
2 11 6 4 0 0 0| O 1

amibol (x1,x2,X3) = (3,2, —2), és w valoban nem all el6 linearis
kombinacioként, mert a w-t tartalmazo egyenletrendszer
ellentmondasos.

22



Linearis fliggetlenség eldontése

K L'A= [a1 a ... ak}! Ekvivalens allitasok:
e az aj, ay,.., , vektorok linearisan flggetlenek;
« az A egyltthatomatrixi homogeén linearis egyrsz-nek a
trivialison kivul nincs mas megoldasa;
« A lépcsos alakjanak vV oszlopaban van foelem, azaz
r(A) = k.
P Mutassuk meg, hogy a 4-dimenzios (1,2,3,4), (0,1,0,1) es

(1,1,1,0) vektorok linearisan fuggetlenek.
M A vektorokbol képzett matrix és lépcsos alakja

7 0 1 1T 0 1

2 1 1 0o 1 -1
=

3 0 1 0 0 =2

4 1 0 0 O 0

Eszerint a homogén linearis egyrsz-nek csak egyetlen

megoldasa van, azaz az oszlopvektorok linearisan fliggetlenek. 2



Alterek tulajdonsagai és az
egyenletrendszerek




Alterek tulajdonsagai és az
egyenletrendszerek

Bazis és dimenzio



Sor- és oszloptér

T Sor- és oszloptér valtozasa elemi sormuveletek kdzben

Elemi sormuveletek kdzben

+ a sortér nem valtozik,
« az oszlopvektorok olyan vektorokba transzformalodnak,
melyek megorzik az eredeti linearis kapcsolatoRkat.

B Elemi sormuveletek kdzben a sortér nem csokken, sormuvelet
inverze is sormuvelet ~» a sortér nem valtozik.

Az oszlopok kozti linearis kapcsolatok koordinatanként
fonnallnak ~- elemi sormdveletek kozben nem valtoznak.

24



Sor- és oszloptér

T Legyen B az A matrix egy lépcsos alakja. Ekkor

« A és B sortere megegyezik,

- az A oszlopvektorai kozott lévo linearis kapcsolatok
azonosak a B ugyanolyan sorszami oszlopai kozti linearis
kapcsolatokkal,

« B nemzerus sorvektorai linearisan flggetlenek,

- a foelemek oszlopvektorai A-ban és B-ben is linearisan
fuggetlenek.

m Elemi sormlveletek kozben az oszloptér valtozik!

25



Bazis

D Bazis
AV vektortér bazisan olyan vektorrendszert ertiink, mely

« linearisan fluggetlen és
- kifesziti a V teret (azaz generatorrendszer).

Az e, = (1,0,...,0), e, =(0,1,...,0),.., e, = (0,0,...,0,1)
vektorokbol allo halmazt az R" vektortér standard bazisanak
nevezzuk.

- A zérustér bazisa az Ureshalmaz!

- Astandard bazis R" egy n-elemU bazisa.

26



Bazis ekvivalens definicioi

A Bazis ekvivalens definicioi
LI'B = {vi,Va,...,Vg} €V vektorok egy halmaza, ahol V egy
tetszoleges veRtortér. A Rovetkezo allitasok ekvivalensek:

- BaV egy bazisa (B fiiggetlen generatorrendszer);

« B minimalis méret( halmaz, mely Rifesziti V-t (B
minimalis elemszamu generatorrendszer);

« B maximalis meretd, fliggetlen vektorokbol allo halmaz
V-ben (B maximalis elemszamd fiiggetlen).

B Elég belatnunk, hogy egy minimalis méret(i generatorrendszer
fuggetlen vektorokbol all, és hogy egy maximalis méretl

fliggetlen rendszer generator.
27



P Altér bazisanak meghatarozasa Hatarozzuk meg az (1,1, 0, —2),
(2,3,3,-2), (1,2,3,0) és (1,3, 6,2) vektorok altal kifeszitett
altér egy bazisat!

1M Sorvektorokbol

T 1 0 =2 T 1 0 =2 T 1 0 =2
2 3 3 =2 0 1 3 2 0 1 3 2
= =
T 2 3 0 0O 1 3 2 0 0 O 0
T 3 6 2 0O 2 6 4 0 0 O 0
A bazis vektorai (1,1,0,-2), (0,1,3,2).
2M Oszlopvektorokbol
1 2 1 1 172 1 1 172 1 1
1 3 2 3 o1 1 2 0O 1 1 2
= =
0 3 3 6 0O 3 3 6 0 0 0 O
-2 =2 0 2 0 2 2 4 0 0 0 O
A (1,1,0,-2) és (2,3,3,—2) vektorok bazist alkotnak.

28



Vektor felirasa a bazisvektorok linearis kombinaciojaként

P Az (1,1,0,-2),(2,3,3,-2), (1,2,3,0) &s (1,3,6,2) vektorok
mindegyikét fejezzlk ki az altaluk kifeszitett altér

bazisvektorainak linearis kombinaciojaként!
M Oszlopvektorokkal, a redukalt lécsos alakbol:

12 1 1 12 1 1 10 -1 -3
1 3 2 3 0 1 1 2 01 1 2
0 336/ loooo oo o o
2 -2 0 2 000 0 00 0 0

A redukalt lépcsds alakbol latjuk, hogy példaul a harmadik
oszlop a masodik és az elso kiilonbsége. Ezek alapjan:

1 1 2 1 1 2
2 1 3 3 1 3
3 0 * 3|7 6 0 * 3
0 = —2 2 =2 =2

29



Vektor egy bazisra vonatkozo koordinatas alakja

A redukalt lépcsos alak nemzérus soraibol allo

1T 0 -1 =3

0 1 1 2
matrix azt mutatja, hogy az B bazishan e négy vektor
koordinatai rendre

<[] Bee e,

A v vektor B bazisbeli koordinatas alakjara a [v]|s vagy a (V)s
alakot hasznaljuk. gy irhatjuk azt is, hogy

V]p = [_ﬂ , vagy egyszerlbben, hogy [v]g = l_ﬂ
B

30



Bazis-tetel

T Bazis-tetel
Ha a V vektortérnek van véges sok vektorbol allo bazisa,
akkor barmely ket bazisa azonos szamu vektorbol all.

B L'aVvektorternek B ={vqy,vo,...,Vx }, €5
C ={wq,w,,...,w,} két bazisa, ahol k < r.
Mivel B bazis V-ben, ezért a C bazis vektorai is kifejezhetok
linearis kombinacioikként:

W; = apV1 + ApVo + ... + QjpVg, (i:1,...,r). (1)
A C bazis vektorai linearisan fuggetlenek, ezert a
Wy 4+ C&OWy + ... + W, =0 (2)

egyenldség csaka ¢y = ¢, = ... = ¢, = 0 konstansokra all fenn.
31



Az (1) egyenldéségeit a (2) egyenletbe helyettesitve
C1(anVi + @Va + ...+ QipVe) + C2(A21Vh + G22Vo + ... + QokVi) +
oot (anvi 4 apVo + .. 4 agvg) =0,
aminek B vektorai szerinti rendezése utan kapjuk, hogy
(anC1 4+ anC + ... + anCr)Vi + (A12C1 + A6 + . .. + ACr)Va +
coot (ARG 4 ApCo + ...+ QrCr)VE = 0.
Ez azt jelenti, hogy a homogeén linearis
anC + anC + ...+ anc, =0

a12C1 + 3G+ ...+ apc, =0

Q1kC1 + AppCo + ...+ apCr =0

egyrsz-neka c; = ¢, = ... = ¢, = 0 az egyetlen megoldasa.
Az egyenletek szama < ismeretlenek szama (kR < r) ¢

Az indirekt feltevés helytelen, tehat a két bazis azonos méret.

32



Dimenzio és rang

D Dimenzio

Ha a V vektortérnek van véges bazisa, akkor dimenziojan egy
bazisanak elemszamat értjuk, és e szamot dim V-vel jeloljuk.

A Dimenzio = rang
Egy matrix rangja, sorterének dimenzioja és oszlopteréenek
dimenziéja megegyezik. Ebbdl kovetkezdleg r(A) = r(AT).

B A matrix rangja megegyezik a lépcsos alakjaban lévd nemzérus
sorainak szamaval. E sorok a sortér bazisat adjak.

- Az oszloptérrol lattuk, hogy a féelemeknek megfeleld oszlopok
az eredeti matrixban linearisan fuggetlenek és kifeszitik az
oszlopteret.

- A sortere megegyezik AT oszlopterével. 33



D Egy R"-beli vektorokbol allo vektorrendszer rangjan a
vektorokbol képzett matrix rangjat, vagy ami ezzel egyenlo, az
altaluk kifeszitett altér dimenzidjat értjik.

P Hatarozzuk meg az A matrix sorterének és nullterének
dimenziojat!

3 3 3 3 3
A— 3 4 5 4 3
321 2 3
333 3 3
M Az A redukalt lépcsds alakja
10 =1 0 1
01 2 10
A= 00 00O
00 00O

A matrix rangja 2, igy sorterének dimenzioja 2. A nulltér
dimenzioja = az egyrsz megoldasterének dimenzidjaval, ami = a
szabad valtozok szamaval, ez 3. .



Matrixok terei

m Az R™<" vagyis az m x n-es matrixok tekintheték mn hosszl
vektoroknak, vagyis R™" elemeinek.

P Alteret alkotnak-e az R™" matrixok terében a szimmetrikus
matrixok, és ha igen, adjuk meg egy bazisukat. Mennyi az altér
dimenzioja?

M Szimmetrikus matrxokhoz tartozo vektorok 0sszege és
skalarszorosa olyan vektort ad, melyhez szimmetrikus matrix
tartozik, tehat alteret alkotnak.

- Afo6atloban egy 1-es, egyebitt 0 alaklak, valamint a foatlo
alatt és folott szimmetrikus helyzetben egy 1-es, egyebtt 0
alaku matrixok kifeszitik ezt az alteret.

n(n+1)

- Azaltér dimenzioja = bazis elemszama = ==—.

35



T Dimenziotétel - rang-nullitasi tétel
Tetszoleges F test és barmely A € F™*" matrix esetén a sortér
dimenziojanak és a nulltér dimenziojanak (mas szoéval a
matrix rangjanak és nullitasanak) ésszege n, azaz

dim(S(A)) + dim(N(A)) =n  (r(A) + dim(A(A)) = n).

B A matrix sorterenek dimenzioja = a matrix rangja = az [A|0]
matrixt egyenletrendszerben a kotott valtozok szama.

- Aredukalt [épcsos alakbol valo szarmaztatas kovetkeztében a
nullteret kifeszitd minden megoldasvektorban az 6sszes
szabad valtozohoz tartozo koordinata 0, azt az egyet kivéve,
amelyikhez a vektor tartozik. Igy viszont mindegyik vektor
fuggetlen a tobbitol, vagyis e vektorok fliggetlenek, és mivel

kifeszitik a nullteret, szamuk megadja a nulltér dimenziojat.



Alterek tulajdonsagai és az
egyenletrendszerek

A linearis algebra alaptétele és a 4
kitlintetett altér



Vektorokra meroleges altér

P Hatarozzuk meg az 6sszes olyan vektort R*-ben, mely
meroleges a v = (1,0,1,2) és v, = (—1,2,—-2,1) vektorok
mindegyikere!

M Olyan x vektort kerestink, melyre vi - x =0 és v, -x = 0.

T 0 12 T 0 12
= o
[—1 2 -2 1] [0 2 -1 31

amibél x = (—s — 2t, (s — 3t)/2,s, t), azaz

—1 —2

1/2 ~3/2
X=s +t

1 0

0 1

A megoldas tehat két vektor altal kifeszitett altér 0sszes
vektora. 37



A sortér és a nulltér merolegessége

-

A Asortér és a nulltér merdlegessége
A valos A matrix sorterének barmely s vektora és nullterenek
tetszoleges x vektora meréleges egymasra, azaz s - x = 0.

B A sortér minden vektora az A sorvektorainak valamely c;,..., Cm
skalarokkal vett linearis kombinacioja.

S-X = (C181x + C2a2« + -+ + Cm@ma) - X
=(Cla1s X+ Ay X+ -+ Cmams * X

=0+0+---+cn0=0.

38



Alterek merdlegessége

D Merdleges alterek
Egy vektortér két altere merdleges, ha barhogy valasztva egy
vektort az egyik és a masik altérbdl, azok merdlegesek
egymasra.

D Altér merdlegese
AV vektortér egy W alterére merodleges vektorok alterét a W
merblegesének nevezziik és W--pel jeléljik (amit
olvashatunk ,W merdlegesének” vagy ,W perp”-nek).

D Kiegészito alterek
AV vektortér egy U és W altere kiegészito alterek, ha
UnNW = {0}, és ¥V minden vektora eldall egy U- és egy
W-beli vektor 6sszegeként. 39



A linearis algebra alaptétele

T Alinearis algebra alaptetele

Minden valoés matrix sortere és nulltere merdleges kiegészitd
alterei egymasnak.

B Legyen A € R™*" Lattuk, hogy a sortér merdleges kiegészitd
altere a nulltér, azaz S(A)*+ = N(A).
- Have N(A)*L, akkor azt Gj sorként hozzarakva A-hoz, a

B= [T] egyutthatomatrix egyenletrendszernek ugyanaz
v

lesz a megoldashalmaza, vagyis N(B) = NV (A), tehat a
dimenziotétel miatt az Uj sortér dimenzioja is ugyanaz, mint a
regie, azaz dim(S(B)) = dim(S(A)).

- Mivel S(A) C S(B),1gy S(A) = S(B), tehat v € S(A), azaz
/\/(A)L =S(A). 40



B folyt. (egyértelm( felbonthatosag merdleges dsszetevokre)

- Asortér és a nulltér egy-egy bazisanak unioja R" egy bazisa.
- asortéregy {si,...,Sk} bazisa és a nulltér egy {e1,..., e _x}
bazisa egyltt a tér bazisat adjak (n — k ld. dimenziotétel), ui.

S+ +csc+dieg+---+dp—ep_r=0
c d
linearis kombinacio csak dgy allhat fenn, ha c és d a két altér
metszetében van, igy azok mindketten a nullvektorok, és igy
=+ +=C¢=0d=---=dp_,=0.

K R" minden vektora egyértelmuen
all eld sortér- és nulltérbeli vekto- S(
rok 6sszegeként (hisz a fenti bazis- (A)
beli felbontasuk egyértelmi).



Valos matrix négy kitlintetett altere

T A négy kitiintetett altér

Tekintstik az A € R™*" matrixot. AkRRor a kdvetkezé allitasok
teljestilnek:

1. S(A)T = N(A), O(A)+ = N(AT).

2. R™ minden vektora egyértelmdien felbomlik egy S(A)- és
egy N (A)-beli vektor dsszegere,

3. R™ minden vektora egyértelmdien felbomlik egy O(A)- és
egy N (AN)-beli vektor dsszegére.
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A linearis egyenletrendszer megoldasainak jellemzése

T Linearis egyenletrendszer megoldasai

Minden valos egylitthatos megoldhaté (Ronzisztens) linearis
egyenletrendszerre igazak a Rovetkezé allitasok:

1. egyetlen megoldasa esik az egylitthatomatrix sorterébe;

2. a sortérbe esé megoldas az 6sszes megoldas Roziil a
legkisebb abszolat értekd;

3. az 0sszes megoldas eloall tgy, hogy a sortérbe eso
megoldashoz hozzaadjuk a homogeén resz vmely
megoldasat.

B homogén linearis egyenletrendszerekre semmitmondo, mert
csak a nullvektor esik a sortérbe.
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A linearis egyenletrendszer megoldasainak jellemzése 2

1 Tfh x1,x; € S(A) ket megoldasa az [A|b] egyenletrendszernek.
a,-Xx=>bjigya, -xy=bjésa, -Xx=>b(i=12,...m),igy
aj, - (X1 —x2) = b; — b; = 0, vagyis x; — x; € N(A), metszete a
sorterrel a 0-vektor, azaz x; — X, = 0, vagyis X; = X,.

Legyen az x mo. felbontasa sortérbeli és nulltérbeli vektor
0sszegere
X = Xs + Xn.

E megoldasvektort beirva az i-edik egyenletbe kapjuk, hogy
bj = aj, - X = ajx + (Xs + X)) = @js " Xs + Qjs - X = Qs - Xs-

Eszerint barmely megoldas sortérbeli 6sszetevoje is
megoldasa az egyenletrendszernek!
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A linearis egyenletrendszer megoldasainak jellemzése 3

3 Egyuttal belattuk, hogy az 6sszes megoldas e sortérbeli
megoldas és a homogén egy megoldasanak 0sszege. Az el6z6
egyenloségekbol az is kiolvashato, hogy az xs megoldashoz
barmely nulltérbeli vektort adva az egyenletrendszer egy

megoldasat kapjuk.
2 Xs L xp, 1gy a Pithagorasz-tétel szerint

x> = x4 + x4, > x5, azaz |x| > [xs|.
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A sortérbe es6 megoldas meghatarozasa

P Oldjuk meg az x + 4y + 8z + 12w = 450 egyenletrendszert gy,
hogy a partikularis megoldas minimalis abszolut értéki legyen!
M A sorteret az (1, 4,8,12) vektor fesziti ki, ennek egy
skalarszorosat keressuk.
Mivel 12 4+ 42 4+ 82 4+ 122 = 152 = 225, ezért a sortérbe esd
egyetlen megoldas (x,y,z,w) =2-(1,4,8,12) = (2,8,16,24).
A homogen egyenletrendszer 0sszes megoldasat
meghatarozva majd hozzaadva kapjuk, hogy

X 2 —4 -8 —12
y 8 1 0 0
= + t+ S+ u
z 16 0 1 0
w 24 0 0 1

az 0sszes megoldas.
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A sortérbe es6 megoldas meghatarozasa 2

P Allitsuk eld a kovetkezd egyenletrendszer 6sszes megoldasat a
sortérbe esoO egyetlen megoldas segitségével.
X+y+z+w=3
X+y—z—w=1
M A bévitett matrix és redukalt lépcsds alakja:
T 1 1 1T 3 T 1 0 0 2
-
_11—1—11 00 1 11

- Az egyenletrendszer megoldasa:

B% 2—5 2 —1 0
y S 0 1 0
= = + s+ t
z 1—t 1 0 —1
w t 0 0 1
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A sortérbe es6 megoldas meghatarozasa 3

- Anulltereta (-1,1,0,0) es a (0,0, —1,1) vektorok feszitik ki. A
sortérbe es6 megoldasvektor ezekre meréleges:

—X+y =0
—-z+w=0

- Ezekkel kibovitve az egyenletrendszert, majd megoldva

11 00 2 1700 0 1
00 1 11 0100 1
—

-1 1 0 0 0 00 1 0 172
00 -1 10 000 1 172

tehat a sortérbe esé mo.: (1,1,1/2,1/2), az 6sszes mo.:
1

X —1 0
y 1 1 0
= S t.
4 1/2 * 0 * —1
w

1/2 0 1 48
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