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Alapfogalmak

Polinomok



Legyen F test, ag,ay,...,a, € F, x egy szimbolum (valtozo). A
p(x) = apX" 4+ ap_1x"~" 4 ... + aix + ao formalis kifejezést F-beli
egyltthatos (vagy F feletti) egyvaltozos polinomnak nevezziik.
Ha a, # 0, akkor n-et a p polinom fokanak hivjuk és degp-vel
jeloljik. an a polinom foegyltthatoja. A zéruspolinom foka
—o00. A p(x) = ag polinomot konstans polinomnak nevezzuk.
Két polinom azonos, ha azonos foklak, és megfeleld
egyutthatoik paronként azonosak.

Az F folotti polinomok halmaza Flx]: pl. Q[x], R[x], C[x], Zy|[x].
Test helyett egységelemes kommutativ gylrl folotti polinomok
halmaza is definialhato: Z[x|, Zn[x].

max(n,m)
Z apx® + Z bpx* = >~ (ag + be)x". (A kisebb foki
k=0
pollnomot klegeszrt ik 0 egylitthatokkal.)

n+m
Za,x Zb,x’ =Y cpx®, ahol ¢, = agby + a1be_ +. . .+ agbo.
' j k=0



A Egy F testben ab = 0 esetén a = 0 vagy b = 0 (testben nincs
nulloszto).

B Haab=06ésa#0,akkorb=1b=a""ab=a"10=0.
A Ha F test és p,q € F[x], degp = m, degq = n, akkor
a) deg(p + g) < max(m,n)
b) deg(pg) = m +n.
m Gylri felett b) nem igaz, pl. Zg[x]-ben (3x)(2x + 1) = 3x, mert
Zg-ban 3-2 = 0.
B a)Ha m # n, akkor deg(p + q) = max(m, n), de ha m = n, akkor
a féegyltthatok 6sszege lehet 0 is (pl. (x +2) + (—x + 3) = 5).

b) p(x) - q(x) = (apx" +...) - (bmX™ +...) = aQpbmX"TM + ..., és
anbm # 0, mert testben nincs nulloszto.
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Polinomgydir



T Ha R egységelemes kommutativ gylir( (példaul test), akkor R[x]
is az. Ha R nullosztomentes is, akkor R[x] is az.
* R[x]-ben a '+ és a " kommutativ és asszociativ mdvelet.
« disztributivitas: Vp,q,r € R[x] : (p+q)r=pr+gqr
* az 6sszeadas invertalhato: Vp,q € R[x| Ir e R[x]: p+r=gq
Ez azzal ekvivalens, hogy létezik egy 0-val jelolt
zeruspolinom, melyre barmely p € R[x] esetén p +0 = p,
és minden p polinomnak van —p-vel jelolt ellentettje
(additiv inverze), melyre p + (—p) = 0.
* R[x]-nek létezik 1-gyel jelolt egységeleme, melyre barmely
p € R[x] esetén p -1 = p. (ez = az 1 konstanspolinommal)
« Ha p,q € R|x] és pq = 0, akkor féegylitthatoik szorzata is
0, ami nem lehetséges nullosztomentes gydirtiben.
K C[x], R[x], QX], Z|x], Zm[x] egységelemes kommutativ gylruk.
Nullosztomentesek is, kiveve Zm,-et 0sszetett m esetén.
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Oszthatosag egységelemes kommutativ gylriben: Legyen R
egységelemes kommutativ gylir(, a,b € R. AMH b osztoja
a-nak (a oszthato b-vel), ha 3g € R, hogy a = bq. Jeldlés: b | a.
x—1]x"—1aZlx] gylriben (n € N*).

3x | x" a Q[x] gylirliben, mert X" = (3x)(3x"~"), de nem osztdja
Z|x]-ben.

X —i|x2+1aC[x gyiriiben, mert x> +1= (x — )(x + /).

Mik az egysegek F[x]-ben, ha F test?

Az 1 € F[x] polinom 0szt0i, azaz a nulladfokd polinomok

(ao € F\ {0}).

Mik az egységek (a) Z[x]-ben és (b) R[x]-ben, ha R
egységelemes, kommutativ, nullosztomentes gy(ri?

(a) 1,—1€ Z[x], (b) R egységei.

lgazoljuk, hogy Z,[x]-ben 2x 4 1 egyseg!

(2x + 1)(2x+ 1) =1, tehat 2x + 1 minden polinomnak osztoja.



T Maradékos osztas polinomgylirtiben Legyen F test, és
a,b € Flx] ket polinom, ahol b # 0. ARRor egyértelmtien
leteznek olyan q,r € F[x] polinomok, hogy

a=bg+r, és degr < degb.

B Letezes: Haa =0, akkorg=r=0.
Ha dega < degb, akkorg=0ésr=a,azaza=b-0+a.
A tovabbiakban dega > degb. dega-ra vonatkozo teljes ind.:
dega:O:a:ao(aoeF)wb:bo,q:g—g,r:O,\/
dega<n—dega=nax)=apx"+...,b(x) =bmx™+...
a(x) = a(x) — g=x"~"b(x) ~ dega < n
ha dega < degb, akkor r = a, a(x) = §=x"~"b(x) + r(x) v
ha dega > degb, akkor az indukcio miatt @ = bg + r ~
a(x) = (q(x) + E2Xx"~M)b(x) + r(x)
Egyertelmuseg: TTha=qgb+r=qgb+7~ (q—q)b=7—r, de
deg(r —r) < degb, deg((qg — g)b) > degbvagyqg=q~r=rv



P Legyen p(x) = x* — &x3 + 4x? 4 2x — 1, b(x) = x — 2. Osszuk el
p-t maradékosan b-val.

M (X —a+m@+2x—1): (x—2) =x3 — 22 +2

—x* + 23
7—2x3+4x2
B —
2X — 1
X4 4
3

m Z[x]-ben a maradékos osztas nem végezheto el barmely két
polinomra, példaul a(x) = x> nem irhato (3x?)q(x) + r(x)
alakba, ha g, r € Z[x] és degr(x) < deg(3x?) = 2.

m Az R egységelemes kommutativ gylriben lehet maradékosan
osztani olyan R[x]-beli polinommal, melynek féegyiitthatoja
R-ben egység (pl. Z[x]-ben 1- vagy —1-féegyiitthatossal!).



P a(X)=x3+4x—2,b(X) =2x—1

M ( X +4x —2):(2x=1) =2+ x4+ 2
— B+ 1R
X2+ 4x
— X%+ X
Ix =2
S

1

8
F Osszuk el maradékosan az x* + x> + x + 2 polinomot x? 4+ 1-gyel

Z3-ban!



P p(x)=x*—4x3 —x2+16x—12,q(x) = x> —2x -3

( X— —x2+16x—12): (x> = 2x—3) =x* — 2x — 2
—x* +2x3 + 3x2

—2x3 4 2x% + 16x
23 — 4x? —6x
— 2 4+10x — 12
X2 —4x —6
6x — 18
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D Polinomok legnagyobb kRoz0s osztoja = Ritlintetett R6z0s 0szto
Legyen F test, p,q € F[x]. A d € F[x] polinom a p és q polinomok
legnagyobb ko6zos osztoja, ha

1. k6z0s oszto, azazd | p, d | q,
2. haceFx],c|peésc]|aq,akkorc|d.

Jelélés: (p(x),q(x)), nko(p(x), 4(x)), gcd(p(x), q(x)) vagy
egyszerten (p,q), Inko(p,q), gcd(p, q).

T Test folotti polinomok legnagyobb k6zos osztojanak letezéese:
Ha F test es a, b € F[x|, akkor letezik a legnagyobb kdzos
osztojuk, mely nemnulla kRonstans szorzotol eltekintve
egyeértelmdi.
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B Ha a(x) =0, akkor (a,b) = b, ha b(x) = 0, akkor (a,b) = a.
Feltehet6, hogy dega > degb. Ha b | a, akkor (a, b) = b.
Legyenro =a, rn = b.

o ="rgi+1n mlro=a C|r=ry—nra
r=rqg;+rs fm|r=>b Clr=rn—ng
I =13Q3 + Iy | C|lry=1r—rqs
M—2 = -1Gn-1+ In n | -2 Clrn=rn——"rn-1Gn-1
'n—1 = I'nQn rn|rn—1

Tehat d = rj kitintetett kozos oszto. Az algoritmus véges
lepésben véeget ér, mivel degry > degr, > --- > degrp, igy
elérjuk, hogy degr, > 0, de degrp 1 = —o0, azaz rp41(x) = 0.
Ha d, d; ket Inko, akkor d; | da, dy | di ~ 3¢y, ¢ € FIX]
da(x) = di(X)c1(x) = da(X)Ca(X)Cr(X) ~ Cc1(X)C2(X) =1~ C1(X) €s
C2(x) egyseg F[x]-ben, azaz nemnulla konstans polinom. Tehat
a Inko nemnulla skalarszorzotol eltekintve egyértelmi! L



= U

Y

a(x) = x* — 4x3 — x? +16x — 12, b(x) = x> — 2x — 3, (a(x), b(x)) =7

Az euklideszi algoritmussal:

X4 —4x3 —x2 416X — 12 = (X — 2x — 3) - (x* —2x = 2) + (6x — 18)
X —2x—3= (6x—18) - (gx+3¢) +0

Tehat (a(x), b(x)) = 6x — 18 vagy egyszerlbb alakban x — 3.

a(x) = x* —4x3 — x> +16x — 12, b(x) = x> — 4x +3

M x* —4x3 —x? +16x — 12 = (x> —4x+3) - (x> — 4) + 0

=

~ (a(x), b(x)) = x* — 4x + 3.
a(X) =x — 22+ x—1, b(x) = x2 + 2
X=2+x—-1= (+2) - xX=2) +(=x+3)
X+2=(=x+3)-(=x—=3)+1
—Xx+3= 1N - (—Ix+3) +0
~ (a(x), b(x)) = 1, azaz relativ primek (a 11 konstansszorosa 1).
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Ha F test, a,b,d € F[x] es d = (a, b), akkor léteznek olyan
u,Vv € Fix] polinomok, hogy

d=ua+vb

ugyanigy, mint az egészekre, a kibovitett euklideszi
algoritmussal.

a(x) = x* — 4x3 — x> +16x — 12, b(x) = X2 — 2x — 3,

u(x) =7, v(x) =?

X — b3 — x> 416X — 12 = (X2 — 2x = 3) (x> — 2x — 2) + (6X — 18) ~»
X—=3= (X" =& —x2 +16x —12) + (=3 + Ix+ 1) (X —2x = 3).
Legyen F test, a, b, h € F[x]. Pontosan aRkor leteznek olyan

u,Vv € Fix] polinomoR, hogy

h = ua+ vb,
ha (a,b) | h.

13



P a(x)=x>—=2x4+x—1,b(X) =x>+2, u(x) =2, v(x) =?
M A maradékos osztasok eredményeit irjuk tablazatba:

h(x) r(x) u(x) v(X)
=2 4+x—-1 1 0
X —2 X242 0 1
—X—-3 —X+3 1 —X+2
11 X+3 —x2—x+7

Tehat 11 = (x +3)(x* =2 +x = 1) + (—x* — x + 7)(x* + 2) vagy
1= (X +2)0 =22 +x =) + (— X — £x+ L) (% +2)

P Allitsuk el6 a h(x) = 22x — 11 polinomot az el6zé feladatbeli a
és b segitségével h = ua + vb alakba.

M Mivel 22x — 11 = 11(2x — 1), ezért az el6z6 példa eredményét
2x — 1-gyel szorozva:
22x—11 = (2X*+5x—3) (3 =22 +X—1) 4+ (—2x> —x? +15x—7) (x*+2)

14
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Irreducibilis polinomok

Irreducibilitas



—

Legyen F test. A nem konstans (zérustol és egységtol
kiilénbozd) p € Flx] polinomot irreducibilisnek nevezziik, ha
p = pa1py €s p1, P2 € F[x] esetén pq vagy p, konstans polinom
(egység F[x]-ben).

Altalaban, ha R integritasi tartomany (= egységelemes,
kommutativ, nullosztomentes gy(r(), akkor egy zérustol és
egysegtol kiilonbozd p € R elemet irreducibilisnek neveziink,
ha p = ab esetén az a,b € R elemek valamelyike egység.

p prim tulajdonsagu, ha p nem egység, p |fg=p|fvagyp]|g.

LI F test, p € Fx]. p irreducibilis <= p prim tulajdonsagu.
(prim = irreducibilis) p = fg ~» p | fg, de p prim tulajdonsagda,
igyp|fvagyp|g, azazfg |fvagyfg|g~ gvagy fegyseg,
tehat p irreducibilis.

(irreducibilis = prim) Tfh p irreducibilis, p | fg, de p { f ~
(p,f)=1~3u,veFx :up+vf=1

~upg+vfg=g~plg

15



Irreducibilis polinomok

Egyértelmi felbonthatosag



T (Szamelmélet alaptétele test folotti polinomokra) Legyen F test,
és p € F[x] zérustol és egységtdl kiilonb6zé (nem konstans)
polinom. ERRor p egységszorzotol és sorrendtol eltekRintve
egyértelmuen felbonthato véges sok F[x]-beli irreducibilis
polinom szorzatara.

B Felbonthatosag: degp-re vonatkozo teljes indukcidval.
n=1rev
Ha p irreducibilis v/

Ha p = p1p2 (p1, p2 € FX]) és degp = n, akkor deg p; < n,

degp, < n, az indukcios feltevés szerint p; és p, is felbomlik

véges sok irred. pol. szorzatara ~ p is.

EgyértelmUseg: Indirekt. Legyen py...pr=q1...Qs a legkisebb
fokd polinom, mely két kiilonb6z6 modon is felbomlik.

p1 | bal oldal ~ pq | jobb oldal. p;y irreducibilis ~» p; prim

~ 3 :p1|gj~ qj = p1 - egyseg

~ egyszerlsitlink pi-gyel ~ kisebb fokl szorzatot kaptunk: £ 16



A C[x], R[x], Q[x], Zp[x] polinomgydiriikben minden polinom
véges sok irreducibilis polinom szorzata (sorrendtél és nem
nulla konstans szorzotol eltekintve egyértelmden).

Q[x]-ben: x* —2x? =3 = (x> +1)(x* — 3) = (3x* — 1)(3x* + 3),
R[x]-ben: x* — 2x2 —3 = (x> + 1)(x + V3)(x — V/3),

C[x]-ben: x* —2x2 —3 = (x +)(x — )(x + V/3)(x — V/3),

X2 + 1 felbontasa Zs[x]-ben és Z;[x]-ben?

Zs[x]-ben: (x +2)(x +3) = x> +1

Z7[x]-ben irreducibilis.

Alt.: ha p prim és p =3 (4), akkor x? + 1 irreducibilis Z,-ben
(s6t, pontosan akkor).

Zg nem test, Zg[x]-ben nem igaz a szamelmeélet alaptétele:
X —1=X+1DXx—-1) = (x+3)(x—23).
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Polinomok gyokei

Horner-elrendezés



D Legyen p(x) = apx" +...+ ax+ ap € R[x], ahol R egységelemes

kommutativ gylr(. Azt mondjuk, hogy a € R a p polinom
gyoke, ha p(a) = ana” + ap_1@" '+ ... +aa+ap=0€R
Horner-elrendezes L! R egységelemes kommutativ gytird,

p(x) = anX"+...+a1x+ap € R[X]. L! bp_1 = ap, bp_1 = bra+ ag

(R=1,2,...,n—1) és r = boar + ag elrendezve egy tablazatban:
an an—1 aq do
a bpg bpao .. bo 1
ERRor
p(X) = (x — a)(bpaX"""+ ... + bix + bo) + 1. (1)

Innen leolvashato a p(x) polinom (x — a)-val valé maradékos
osztasanak hanyadosa és maradéka. A maradek r = p(«).

Az (1) egyenldséget a zarojel felbontasa igazolja. (1)-ben x
helyébe a-t helyettesitve kapjuk, hogy p(a) =r.



T Legyen R egységelemes kommutativ gyuru, p € R[X].
a € Rgyoke p-nek <= (x—a) | p(x).

B (=) Ha «a gyoke p-nek, akkor a Horner-elrendezés also sorabol
leolvashato p(x) hanyadosa (x — a)-val osztva.

(<) (x=a) | p(x) = P(X) = (X = a)h(x) ~ p(a) = O.

m Polinomok maradékos osztasat test folotti polinomgytrikben
definialtuk, de a Horner-elrendezés is mutatja, hogy ha R
egységelemes kommutativ gylrl és o € R, akkor az (x — a)-val
valo maradékos osztas elvégezhetd R[x]-ben (korabban is
lattuk).

D Haaz R gylru folotti p € R[x] polinomnak « € R gyoke, akkor az
X — a polinomot a p(x) gyoktényezdjének, a
p(x) = an(X — a1)(X — ay) ... (X — ap) alaku felirasat a p
gyoktényezos alakjanak nevezziik.



Polinomok gyokei

Test folotti polinomok gyokei



Test folotti elséfoka polinomok irreducibilisek.

Algebrailag zart testben (pl. C-ben) az irreducibilis polinomok
pontosan az elsofokuak.

Egy F test folotti masod- vagy harmadfoku p € Flx] polinom
pontosan akRor irreducibilis, ha nincs gyoke F-ben.

(=) Ha van gyoke, akkor p a gyoktényezovel oszthato, ami
elséfokd, tehat p nem irreducibilis.

(«<=) Ha nem irreducibilis, akkor felbomlik alacsonyabb fokd

polinomok szorzatara, melyek egyike elséfokd, mondjuk bx + c.

Ekkor x = —c/b a p egy gyoOke.

Az allitas magasabb fokd polinomokra mar nem igaz: a

p(x) = x* — 5x2 + 6 € Q[x] polinom nem irreducibilis, mert

p(x) = (x> — 2)(x* — 3), de nincs racionalis gyoke (gyokei R-ben
+v/2, £/3).
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Legyen F test, €s
P(X) = anX" 4+ ap_1xX"T .+ aX + Ao = Y p_o apX® € F[X]. Ap
polinom derivaltjan a

n
p'(x) =" k-apx*" € Fx]
k=1

polinomot értjuk.
" F[x] — F|x] tulajdonsagai: barmely p, g € F[x] polinom,
C € Fx] konstans polinom, a € F testelem és m € N* esetén:
« ¢ =0¢€F
" (p+a)=p'+7
* (ap) =ap’
* (Pq)' =p'q+pq’
o (pm)/ — mpm%p/
Zn-ben: (6x8 4+ 5x* 4+ 8x + 4)' = 4x’ + 9x3 + 8.
Ha p,q,r € Flx], akkor (pgr)’ = p’qr + pq'r + pqr'.
F[x]-ben: ((x — a)") = n(x — o).

21



Amh « € Fa p € F[x] polinomnak pontosan k-szoros gyoke, ha
p(x) = (x — @)fq(x) (g € F[x]), de q() # 0.

Ez azt jelenti, hogy (x — a)® | p(x), de (x — a)**" { p(x).

a € Fap € F[x] polinomnak pontosan akkor tobbszoros gyoke,
ha p(a) = p'(a) = 0.

(=) p(x) = (x — a)fq(x), ahol kR > 1 ~»

p'(X) = R(X — @)"1q(x) + (x — @)*q/(x) ~ p/(a) = 0

(«=) Legyen p(a) = p’(a) = 0. Indirekt tfh « csak egyszeres
gyok, azaz p(x) = (x — a)q(x) és q(a) # 0 ~

p'(x) =q(x) + (x —a)q'(x) ~ p’(a) = (@) + 0 #0,

A tétel bizonyitasabol latszik, hogy ha aa p polinom k-szoros
gyoke, akkor p’-nek legalabb k — 1-szeres gyoke.

Az F test folotti p € F[x] polinom tobbszoros gyokel
megegyeznek (p, p’) gyokeivel.

(=) p-nek a tobbsz. gyoke ~ p’-nek gyoke ~ (p, p’)-nek gyoke
(«=) a gyoke (p, p’)-nek ~» a nem lehet p-nek csak egysz. gyoke

22



P Igazoljuk, hogy Z fOl6tt a x* 4 4x® + 9x? + 5x + 5 polinomnak a
2 € 7 tobbszoros gyoke.

1M p(2) kiszamitasa Horner-modszerrel:
1 4 9 5 5

2 1 6 10 3 O
p'(x) = 4x° +x* +7x+5,p'(2) =7
4 1 7 5

2 4 9 3 0
Tehat a 2 tobbszoros gyoke p-nek.
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2M Most csak a Horner-elrendezést alkalmazva:
1 4 9 5 5

2 1 6 10 3 O
Eszerint X* + 4x3 + 9x? +5x + 5 = (X + 6x2 + 10x + 3)(x — 2).

1 6 10 3

2 1 8 4 0

Tehat p(x) = (X% + 8x + 4)(x — 2)%.
1 8 4

2 1 10 2

Tehat p(x) mar nem oszthato (x — 2)3-nel, vagyis a 2 pontosan
kétszeres gyoke p-nek.
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Polinomok gyokei

Gyokok és egyiitthatok



M ax’ +bx+c=aX— o)X —az) = ax’ — a(oq + @)X + aajag ~

_ _b _c
at o= —g oo =g

T Gyokok és egyutthatok kapcsolata L! F test, es tfh F[x]-ben
X"+ an_ X" ax+ag = an(X —a) (X —a2) ... (X —ap).

ERRor

an—1

=atax+...+ap

n
an—2

=y +...000n + a3+ ...+ ap_qQp
n

Qo
(—ﬂ)naf =0 ...ap
n

25



=TT =D

Mi az 2x* — x3 + 3x? — 5 polinom gyokeinek dsszege, szorzata?
Bizonyitsuk be, hogy van nem valos gyoke! Hany valos gyoke
van?

€1 = X1+ X + X3+ Xy = 3, 84 = XXoXaXy = —3
€2 = X1Xa + X1X3 + XiXu + XoX3 + XoXy + XaXy = 3 ~»

1 3 i A
X +X3+ X34 x5 = €5 —2e; = 7 —2:3 = — 3! ~ van komplex gyok

ha csak komplex gyok van, akkor e, > 0 ~ 2 valos gyok van
Mennyi az n-edik egységgyokok 0sszege?

x" — 1 gyokeinek osszege x"~' egyh-ja: 0 han > 11 han=1.
Mennyi a primitiv 15-6dik egyseggyokok 6sszege?

L! e primitiv 15-0dik egységgyok.

El6z6 példabol1+e> +e0 =0, 143+ +°+2 =0,
T+e+el+... 4% =0~

T+e+e?+e*+e/ +8+eM+eB =1
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Polinomok gyokei

Komplex és valos egyiitthatos polinomok



m Az Algebra alaptételének két alakja:

1. C algebrailag zart (azaz minden C[z]-beli legalabb
elséfokl polinomnak van gyoke).

2. Minden apz" + ...+ a1z + ag € Clz] polinom, ahol n € N,
an # 0, a tényezok sorrendjétol eltekintve egyértelmien
felirhato

an(z—a1)(Z2— ) ... (Z2— an) (2)
alakban, ahol aq, ay, ..., an € C.

B (1. = 2.) Teljes indukcio: ha degp = 1, azaz p(z) = a1z + aq,
akkor ay = —ap/ay az egyetlen gydk (a; # 0).
Legyen p € Cz] n-edfokd, és legyen o € C az 1. szerint létezd
gyok, azaz p(«) = 0.
a gyok ~z — a | p(z), azaz p(z) = (z— a)h(z), ahol
degh = n —1. Az indukcios feltevés szerint az n-nél kisebb
fokGakra fennall (2). gy p 0sszesen n elséfokid tényezd
szorzatanak konstansszorosa.
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T Haap e R[x] polinomnak a € C\ R gyoke, akkor & is gyoke, és
e ket gyok multiplicitasa megegyezik.

B (A konjugalt is gyok) p(a) = apa™ + ... + a1+ ag = 0
(ag,ar,...,an € R) ~

= 0pa + ...+ 1@ + Qg ap € Rigy a, = ap

(Azonos a multiplicitas) p fokara vonatkozo teljes indukcioval.
degp = 1vagy 2 eseten v/

p-nek a s a gyoke, azaz p(z) = (z — a)(z — @)q(2).

Mivel (z—a)(z—a) =2 - (a+@)z+aa =2> — 2Rea)z+ |af
valos egyutthatos, igy g is valos egylitthatos, melyben az
indukcios felteves szerint o €s @ multiplicitasa azonos. v/



R[x]-ben irreducibilisek az elséfokl polinomok és azok a
masodfokuak, amelyeknek nincs valos gyoke.

Ha egy p € R[x] polinom irreducibilis, és « € C egy gyoke,
akkor « € R esetén x — a 0s7t0ja, @ € C \ R esetén

(x — a)(x — @) € R[x] osztoja p(x)-nek.

Minden n-edfoku p € R[x] polinom felirhato

r S
an [J(x = o)) [ (** + bex + )
=1 k=1

alakban, ahol n = r+2s, aj € R és X* + bpx + ¢ irreducibilis R
folott (azaz negativ diszkriminansa).

X=X+ —2¢ +x=1=(x=102+1)?
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Polinomok gyokei

Harmadfoki egyenlet megoldasa



m Az x> + ax?> + bx + ¢ € C polinom

<x+a>3+ b—a—2 (x+a)+ c—@Jrz—a3
3 3 3 3 27
atalakra hozasa azt mutatja, hogy harmadfokl egyenlet

gyokeinek meghatarozasahoz elég az x> + px + g alakGakat
vizsgalni!
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P Kiszoboljuk ki az x>-es tagot a x> + 3x? — 4x — 12 polinombol!
TM Az elsé két tag alapjan x + 1 polinomjaként kell felirnunk a
megadott polinomot!

X3+ 3x°

— 4Lx —

12=x43x>+3x+1—7x—13

— (e =

2M (x + 1)-gyel valo ismételt maradéekos osztassal:

13 —4 —12
-1 12 -6 —6
=1 9 1 -y
-110
a7

P +2x—6)(x+1)—6
X+Nx+1) -7
1Mx+1)+0
O(x+1)+1

Tehat a polinom: (x + 1) = 7(x+1) —6=y> -7y — 6, a
helyettesités x =y — 1.
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Keressiik az x> + px + g gyokeit x = u + v alakban. Mivel
(U+ V)3 =ud+ V2 +3uv(u +Vv), ezért

(U+Vv)® =3uv(u+v)—u*—v*=0.

3_3

Ha talalunk olyan u, v part, melyre p = —3uv, g = —u
akkor talaltunk egy gyokot! Ez u3-re és v3-re a kovetkez6

egyenletrendszer megoldasat kivanja:

BV =— <§>3 (3)

B+ vi=—g (4)

A gyokok és egyltthatok dsszefliggése szerint u? és v a
7+ qz — (§)® polinom gyokei, azaz u?,v® = =3 + /($)2 + (

WS

).
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- Mar csak e két szambol kell kobgyokot vonni:

A

Kérdés, hogy a 3-3 gyok alkotta 9 parbol melyek osszege lesz
valoban gyoke a polinomnak, és megkajuk-e igy az 6sszes
gyokot?

- A(3) egyenlet helyett az eredeti uv = —§ dsszeparositja u és v
lehetseges ertékeit, azaz igy valoban 3 {u, v} part kapunk.

- Behelyettesités igazolja, hogy hae = —1 + @i a harmadik
egyseggyok, u + v gyok, akkor a harom gyok:

X|=U+vV
1 3 . .
X, = Ue +ve’ = —2(u+v)+\2[(u—v)/ (ui. ueve? = uv = —%)
1 V3 o p
— 2 — — — —— — 2 = = ——
X3 =Ue" + Ve = 2(u+v) 2 (u—v)i (ui.ue‘ve =uv 3) .



Legyen D= ()2 + (8)%, u,v=y/ -4+ VD

D > 0: A gyokvonasok valos gyokvonasokként szamolhatok,
u,ve R, igy x; € R. Mivel u # v, azaz u — v # 0, ezért

X23 € C \ R.

D=0:x=2U=—V4q U=V,X3=—3U+V)=—u= 1
D < 0: [u¥] = VUi = /() — (§)? - (§)%, azaz |u] = /-5
Méasrészt uv = —£, ezért v = 0.

Ha u = a + bi, akkor x; = 2a, x,3 = —a + b\/3

Bizonyithato, hogy a és b meghatarozasara sajnos nincs csak
az alapmuveleteket és valos gyokvonasokat tartalmazo
altalanos képlet!

Altalaban, az 6tod- vagy annal nagyobb fokl polinomok
gyokeinek meghatarozasara méeg komplex gyokvonast
tartalmazo képlet sincs! (Abel-tétel, Galois-elmélet)
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P x3+6x2+21x+52

My=x+2
1 6 21 52
-2 1 4 13 26
-2 12 9
-2 10
y3+9y+26
\/ 4+ (P + (8P =B+ VP =BT =1
uv:—g —3~v=-3

yi=u+v=1-3=-2

Y2 = Ue +ve? = (=1 4+ L)) —3(=1 — 3Bi) = 14+ 2//3i
y3 =1—2V3I.

Tehat X1 = —4, X33 = —1+ 2V/3],

X 6X2 4+ 21X +52 = (x+ 4)(x + 14+ 230 (x + 1= 2v/3))



X3 —3x+2

u:\3/ +w/ % \/1+\/12 =—-1,v=u

e :2u_—2,X2,3_—u_1,tehatx3—3x+2_(x+2)(x—1) .

X3 — 6X + 4

u,v= \3/21 V@ +(8)° = \3/211/“ (=23 =v/—2=£2i
u=v-2+2i={1+i,(1+ie, (1+i)e*}
v=v=2=2i={1—1i,(1-0)e (1—i)e}

- . . N~ p
141 és1—i0sszetartozo parok, mert (1+0)(1—1i) =2 = -5

X1 =2,

X3 = (1401 + L)+ (1-i)(-1 - Li) = —1- 3,
x3= (14+)(=1 = L)+ (1 - i) (-1 + Li) = 1+ 3.
Tehat x3 —6x+4 = (x —2)(x + 1= V3)(x + 1+ V3).

Sk
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P X3 +3x2+9x+5
M X3+3C+9X+5=X+1>+6(Xx+1)—-5=y>+6y—2,p=56,
q=-2

u,v:i/—gi\/(g)z—%(g’f:\3/1i\/1+23:€/1i3

Y1:\?/Z+—\3/§ X1:—1—€/§+\?/Z",
y_1—i\/§_1+i\/§ oo 14 1ZIV3_141V3
TV v o A2
, 1+iv3 1-iV3 1—iv3 1+iV3
3: — —

X3 = —1 +
Eoov2 7 2 s
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Polinomok gyokei

Egész egyiitthatos polinomok



Racionalis gyokteszt (Rolle) Ha egy
p(x) = apx" +... 4+ a1x + ap € Z[x] polinomnak egy ¢ € Q szam
gyoke, ahol (a,b) =1, akkor

alap, b|ap,

azaz a szamlalo a konstans tagnak, a nevezé a
foegylitthatonak osztoja.

0=p(§) = an(§)" +... +ar(§) + o ~
0=0a,a"+ap_1a"'b+ ...+ aab" "+ ayb" ~

b|ana" ~ b | a, (mivel (a,b) = 1)

alagb" ~ a| ag (mivel (a,b) =1)

Ha p € Z[x] foegytitthatoja 1, akkor p racionalis gyokei egész
$zamok, és osztoi a konstans tagnak.

E teszt nem garantalja, hogy p-nek van racionalis gyoke!
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P Keressik meg a 2x* — 5x> — 8x? + 17x — 6 polinom racionalis
gyokeit!

M A szoba johetd gyokok: £6, £3, £2, £1, £3, £1.
Horner-elrendezéssel probalkozunk:

2 -5 -8 17 -6
7 2 =4 =10 12 0 Vv
12 -2 =12 0 V

A2 He Hg o
32 4 0V

-2 2 0 v

A ll-es sorban nem talaltunk gyokot, a sort toroljik.
22X =5 -8 +17x —6 = (2x = 1)(x = N(Xx = 3)(x+2)



A racionalis egyiitthatos polinomokbol kiemelhetd az
egyltthatok kozos nevezdje és a szamlaloik legnagyobb koz0os
osztoja.

Amh egy Z folotti polinom primitiv, ha egyutthatdinak
legnagyobb kozos osztoja 1.

Minden p € Q[x] polinom eldjeltdl elteRintve egyeértelmten
felirhato p(x) = §q(x) alakban, ahol q € Z[x] primitiv, a,b € Z
és (a,b) =1.

Az egyltthatokat kozos nevezdre hozzuk, majd a kdzos nevezdt
(jelolje d) kiemeljiik, igy egy p(x) = Jr(x) alakot kapunk, ahol
r(x) egészegyutthatos. Ezutan r egyutthatoinak legnagyobb
kozos osztojat is kiemeljuk: p(x) = §q(x). Ha c és d nem
lennének relativ primek, egyszerUsitiink: igy kapjuk, hogy

p(x) = £q(x). g primitiv polinom, mivel egyitthatoi Inko-ja 1.
P+ Rx—2=03+0x- 2 =2 (9 +7x-5)
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T 1. Gauss-lemma: Primitiv polinomok szorzata primitiv.
B Legyen

n+m

Zax b(x bef és c(x) = a(X)b(x) = > cpx®,
k=0

azaz Cop = Agbg, ¢1 = agbq + aqbg, . ..
tfh 3p prim, hogy p | ¢, (kR =0,...,n+m)

1B ekkor Zy[x]-ben tekintve a polinomokat, a szorzat 0, a és b
nem 0, de Zy[x] nullosztomentes, ¢

2B éstfhp|ag,...,a;_q, depta;ésp|bg,...,bj_y, depthb;
Ekkor
P | Citj = Aobiyj 4+ arbiyj_1 + ...+ ajbj + ... + ajpj_1b1 4 iy jbo
~ p|aibj~ plajvagyp|b; ¢



Mik az egysegek Z[x]-ben?
Az 1 és —1 konstans polinomok.

Z[x] irreducibilis polinomjai a prim és ellentettje konstans
polinom, valamint az irreducibilis primitiv polinomoR.

A 2x +2 € Z[x] irreducibilis-e?

Z[x]-ben nem irreducibilis, mert a 2(x + 1) felbontasban egyik
tenyez6 sem egység! Q[x]-ben irreducibilis!
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L 2. Gauss-lemma: Legyen p € Z[x] primitiv nem konstans
polinom. p pontosan akkor irreducibilis Z[x]-ben, ha Q[x]-ben.

(«=) Ha p felbomlik alacsonyabb foklak szorzatara Z[x]-ben,
akkor ez felbontas Q[x]-ben is.

(=) L' p = p1p; a p felbontasa alacsonyabb foklak szorzatara
Q[x]-ben. Allitsuk el6 pi-et és p,-t egy racionalis szam és egy
primitiv polinom szorzatakéent: p = %b1%bz, ahol pq és p;
primitivek.

Tehat a p primitiv polinom egy masik primitiv polinom (p1p)
racionalis szamszorosa, azaz p = g§p1p2, ahol (a,b) =1.

b nem lehet £1-t6l kiilonbozo, kilonben p1p, nem lenne
primitiv (minden egyiitthatojanak ¢-szerese egész, de

(a,b) =1, tehat b osztana minden egylitthatot). igy a sem
kilonbozhet £1-t6l, kilonben p nem lenne primitiv.

Tehat § =1 esetén p = pipy, vagy § = —1esetén p = (—p1)p;
Z[x]-beli felbontas.
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L 3. Gauss-lemma: Ha p € Z[x] felbomlik két alacsonyabb foku
polinom szorzatara Q[x]-ben, akkor felbomlik alacsonyabb
fokuak szorzatara Z[x]-ben is.

B Osszuk le p-t egylitthatoi legnagyobb kozos osztojaval! Ha
p = p1p2, akkor 3p = (3p1)p,, azaz ez is felbomlik Q[x]-ben.
Masrészt p primitiv, igy az el6z6 lemma szerint felbomlik
egeszegyutthatos primitiv polinomok szorzatara. Ezek egyikét
megszorozva d-vel, a két polinom szorzata p lesz.

K QIx] irreducibilis polinomjai a nem konstans irreducibilis
primitiv polinomok nem nulla racionalis szamszorosai.

P Felbomlik-e a p(x) = 2x> — 9x? + 6x — 1 polinom alacsonyabb
foklak szorzatara Q[x]-ben? Es Z[x]-ben?

M p(x)-nek egyetlen racionalis gyoke van: 3. Osztva x — 3-del:
23 =92 +6x—1= (x—3)(2¢ — 8x+2) (Q folott félbomlik, igy
Z folott is): (2x — 1)(x% — 4x +1).



T Schénemann-Eisenstein-kritérium: Ha a(x) = Y1, aix' € Z[x]
nem konstans polinom, és van olyan p € N* primszam, hogy
1. pfap,
2. p|aog,aq,...,0n-1,
3. p’tao,
akkor a(x) irreducibilis Q[x]-ben. (Ha a(x) primitiv, akkor Z
folott is irreducibilis.)
P x" — pirreducibilis Q[x]-ben, és mivel primitiv, Z[x]-ben is, ha p
primszam. ~ Q[x]-ben van akarmilyen nagyfoku irred. pol.
m A tétel csak elégséges feltételt ad az irreducibilitas
eldontésére, a tetel megforditasa nem igaz: pl. x + 1
irreducibilis, de nincs megfelel6 prim.
m Z[x]-beli irreducibilitas eldontésére nem alkalmas: a
kriteriumot p = 2-re alkalmazva 3x + 6 irreducibilis Q[x]-ben,
de Z[x]-ben nem, mert 3(x + 2) egy felbontasa.
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B Indirekt. Ha a(x) felbomlik Q[x]-ben, akkor Z[x]-ben is: tfh
b(x) =3 bjxf, c(x) = 32 cpxf és a(x) = b(x)c(x), azaz ap = boco,
a, = bocy + bico,.., €s degb = m < n,degc =/ < n.

1B modulo p, azaz Zy[x]-beli polinomként a(x) = anx". A
szamelmélet alaptétele Zp[x]-ben igaz, igy a(x) = anx™x* egy
felbontas, igy b és ¢ konstansszor x-hatvany alak( Z, folott ~»
p|bo, plco~ p*|ao?

2B p | ao, p?tao ~~ p | boco, p?t boco ~~ pl. p | bo, de pf co
p|as = bgCi+ bico ~» p | by

p | aj = boCj+ b1Ci_1 + ...+ bj_1¢1 + bjcog ~> p | b;

b;j =0, hai > degb,

p | boCn + b1Ca1 + ...+ bn1C1 + bnCo = an, de p t ap,
ellentmondas, tehat a(x) irreducibilis.
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Irreducibilis-e Z folott az a(x) = 2x* + 3x3 — 9x + 6 polinom?
A p =3 primmel a S-E-kritérium feltételei fonnallnak ~ a(x)
irreducibilis Q folott, de primitiv, mert az egyltthatok lnko-ja 1,
igy Z folott is irreducibilis.
Forditott Schonemann—-Eisenstein-kriterium: Ha
a(x) = L, aix' € Z[x] polinomhoz van olyan p € N*
primszam, hogy

1. p1tao

2.play,...,ap,

3. p?fap,
akkor a(x) irreducibilis Q[x]-ben.
A S-E-hez hasonloan.
Irreducibilis-e az a(x) = 6x* — 12x> + 6x — 4?
A forditott S-E p = 3-mal igazolja, hogy Q folott irreducibilis. Z
folott nem, mert a(x) = 2(3x* — 6x% + 3x — 2).
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Legyen p € Q[x] és c € Q. p pontosan akkor irreducibilis Q
folott, ha g(x) = p(x + c) irreducibilis.

Ha p(x) = a(x)b(x), akkor q(x) = p(x + ¢) = a(x + ¢)b(x + ¢), ha
q(x) = a(x)b(x), akkor p(x) = g(x — ¢) = a(x — ¢)b(x — ¢).
Igazoljuk, hogy x* — x3 + x2 — x + 1 irreducibilis!

>4+
X=X+ —x+1= . Legyen y = x + 1, ekkor

+1
X+1 (y=1°+1 4 2
e y = y* — 5y° +10y? — 10y + 5,
és erre mar alkalmazhato a S—E-kritérium.
Irreducibilisek-e az x* + 4 és az x> + 4 polinomok?
A S—E egyikre sem hasznalhato!
Xl = XA b4 —4x? = (x242)2—(2%)2 = (P +2+2X) (X2 4+2—-2X)
reducibilis.
X 44 = (y+1)° + 4 = y> 4+ 5y* +10y3 + 10y? + 5y + 5, S-E:
irreducibilis.




Pp(x) =XP~1 +xP~2 + ... 4+ x+ 1irreducibilis, ha p prim!
xXP =1 (y+1)P -1

= =y 4 pyP? + ...+ paS-E miattirred.

x—1 y

XV xP2 4+ x+1= i = pl:f(x—sk) ahol e, eg
x—1 U o) p egy

primitiv p-edik egységgyok, hisz a gyokok az 1-tol kiilonbozo

egységgyokok (amik egylttal primitiv egységgyokok is).

Az n-edik korosztasi polinom (cyclotomic polynomial)

®n(x) = [J(x—e),

&

ahol e vegigfut a primitiv n-edik egyseggyokokon.
Ha p prim ®p(x) =xP~ 1 +XP=2 + ...+ X+ 1.
X"=1=T]®4(x)

din
hisz minden n-edik egységgyok d-edik primitiv egységgyok
valamely d | n-re és minden d-edik primitiv egységgyok n-edik
egyseggyok.
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v v

deg®, = o(n) (Euler-fliggvény)
®, egészegylitthatos és irreducibilis Q és Z folott.

* ®, az egyetlen olyan egészegyitthatos irreducibilis polinom,

mely osztdja x” — 1-nek, de nem osztdja egyetlen k < n-re sem
x®F —1-nek.

Hatarozzuk megg a ®g polinomot! ;

X6 —1 X8 — 1 i
250 = G 0%, (0Ba0) = DoE T T
Az elsé néhany (nem prim index() ®;(x) = x — 1, ®5(X) = X + 1,
P3(X) =X + X+ 1, P4(x) = X2 +1, Pg(X) = X2 — X +1,
Pg(X) = X* +1, Pg(X) = X0 + 3 +1, D1p(X) = x* — x>+ x> —x +1,
@rbl) = Y Al 5 S L Al L LS L L |
Pp(X) =X = X2+ 1, P1u(X) =x0 =X+ X =3+ X2 —x+1,
Prs(x) =x8 =X +X° =X+ x3 —x+1, Prg(x) =x8 +1,
Bros(X) = X8 4 X7 4 x4 _ 43 _ x4 _ M1 _ x40 _ 439 | 36
+X35 +X34 —|—X33 +X32 +X3'| _X28_X26_X24_X22_X20 +X17 _|_X16
+X15+X14+X13+X12—Xg—X8—2X7—X6—X5+X2+X+1.
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Ha p t an és a(x) € Z[x] irreducibilis Zy, folott, akkor Q folott is!
Feltehetd, hogy a(x) primitiv. Ha 3 valodi felbontas Q folott,
akkor Z folott is, ami az egyltthatokat modulo p tekintve
felbontas Z, folott is. (A Z folotti tényezdk féegyiitthatdinak
egyike sem oszthato p-vel, mivel a szorzatuk a, sem).

X4 —3x3 — 4x? + 2x + 1 irreducibilis?

nincs racionalis gyoke, a S-E nem hasznalhato.

Z; folott x* + x3 + 1

Z,-ben nincs gyoke, az egyetlen masodfokd irreducibilis
polinommal nem oszthato, mivel

OC+X+1P =x+x2+1£x*+x3+1

~ 7 folott irreducibilis ~ Q folott is ~ Z folott is, mivel
primitiv.
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(Szamelmeélet alaptétele Z[x]-ben) Minden Z félétti legalabb
elséfokd polinom felbomlik irreducibilis polinomok szorzatara,
és ez a felbontas sorrendtél és egységszorzoktol eltekintve
egyeértelmdi.

L'a(x) € Z[x] ~ a(x) = cg(x) alakba irhato, ahol ¢ > 0 egész, és
g primitiv.

C = pips...Px a primtényezos felbontas Z-ben.

g ,egyértelmlen” felbonthatd Q[x]-ben (mert Q test) ~
felbonthato Z[x]-ben is. Egyértelmlen?

g =019>...Gr = hihy ... h, primitiv irreducibilisek.
gi=ahjaecQ~ a=+£1

Z[x]-ben van Inko, bar nincs maradékos osztas, es igy
euklideszi algoritmus sem.

(Lenstra-Lenstra-Lovasz, 1982, LLL-algoritmus) Van olyan
polinom idejii (hatékony) algoritmus, mely Q[x]-ben faktorizal.
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M

Bontsuk fel irreducibilisek szorzatara Q és Z folott is a

6x> — 3x* + 12x% + 6x — 6 polinomot!

Kiemelve az eh-k [nko-jat: 3(2x> — x* + 4x%> + 2x — 2).

A primitiv polinom racionalis gyokei Horner-modszerrel: 5

(X — 3)(2x* + 4x + 4) = (2x — 1)(x* + 2x + 2), a masodik tényez6
S—E miatt irreducibilis Q folott, tehat

Q[x]: (6x — 3)(X* +2x +2), Z[x]: 3(2x — 1) (x* + 2x + 2) a két
felbontas.
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Egyebek




Egyebek

Szimmetrikus polinomok



D Legyen R egy egységelemes, kommutativ gylrd, s X1, X2, ..., Xn
egymastol kilonbozdé szimbolumok. A
D(X1,X2, 500 ,Xn) = Z 0[1,'2”_,'HX%1XI22 o0 .X%], (ai1/2-..in €R, i1, s00g in € No)
alaki kifejezéseket R folotti n-hatarozatlant (n-valtozos)
polinomnak nevezzuk. Halmazukat R[x1, X2, . .., Xn] jeloll.

m L! Gsszevonva, ami 6sszevonhatod: pl. 2x3x% — 5x3x3 = —3x3x3.

P 3x3x3 — X3X3 + 5XoX3 — 2X3 € Z[X1, X2, X3]

m E fogalom rekurziv modon is definialhato. R[x1, x2] nem mas,
mint az R[x;] gyurd folotti polinomgylrd: Rlxq, xa] = (R[x1])[x2].
Altalaban R[x1, X2, ..., Xn] = (R[X1,X2, ..., Xn_1])[Xn]-

P X3y 4322 —xy3 +xv2 +2xy — y> + 7 € Z[x,V)],

(=X + (3 + 3 +x =Ny + (2X)Y +7 € (Z]X])[V]

T Az R[xq,Xa,...,Xn] egységelemes, kommutativ gydru es

egységei azok a konstans polinomok, ahol a konstans R-ben is

egység. Ha R nullosztomentes, akkor R[x1, X2, ..., Xn] IS az. -



o

Az axiix2 ... xi» (a € R\ {0}) tag foka iy + iy + ... + in. A

p € R[x1,%2,...,Xn] polinom foka a p tagjai fokanak maximuma.

deg(x3y? + 3x%y* —xy + 1) = max{5,6,2,0} =6

m tagok sorrendje? szorzat alakban ,lexikografikus”: xxxyy,

XXYYYY, Xy.
A p polinom tagjainak lexikografikus rendezéséen tagjainak

olyan sorrendbe valo irasat ertjik, melyben
© Xy =Xy e = Xp
- axixZ .. Xl = bxIX2 . X (a # 0, b # 0), ha valamilyen
kR =1,2,...nindexre i, > j,, de minden m < k indexre
im = jm~
X1X3X3 = X1X3X3, X3X5X3 = X5X3, X1X2 = X1X3
Rendezzuk lexikografikusan az
x8x3 — 7x3X% + 3x3x3 + X3x3x3 + 2x3x3 — 5x1 polinom tagjait!
X3X3X3 + 23x3 — 7x3x% + 3x3x3 — 5x71 + X8x3
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D Ap € Rxy,Xa,...,Xn] polinomot szimmetrikus polinomnak
nevezzlik, ha valtozoinak tetszOleges permutacioja utan p-vel
egyenld polinomot kapunk.

m elég kikotni, hogy nem valtozik p, ha barmely két valtozojat
kicseréljuk, mert minden permutacio megkaphato elemek
cseréjével.

P AZ x3x + X3x3 + X1X3 + X1X3 4+ X3X3 + X2X3 — 7X1%px3 polinom
szimmetrikus, de a x3x, + x2x3 +X1x§ — 7X1X2Xx3 polinom nem!
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D Avaltozok dsszes kR-tényez0Os szorzatanak osszegeként kapott

er € R[X1,X2,...,Xy] polinomot k-adik elemi szimmetrikus
polinomnak nevezzuk, azaz
er(X1,X2, ..., Xn) = > XiXiy - - Xiy specilisan
1< <ip<-<ip<n
eO(X17X27"'7XH) =
e1(X'|7X2a"' = Z X
1<i<n
e2(X17X27"'7XH) = Z Xin7
1<i<jgn
en(X1,X2, ..., Xn) = X1X2 ... Xp

P eo(x) =1 e1(x) =x eo(x,y) =1, ei1(x,y) =x+V, exx,y) = xy,
eo(X,y,2) =1, e1(X,V,2) =X+ Y +2 exX,y,z) = xy +x2+Vz,
3(X7y7 ):XyZ. 57



T Szimmetrikus polinomok alaptétele: Tekintsik az F test folotti

F[x1, X2, . .., Xn] polinomgydrdt. Minden szimmetrikus

p € F[x1,%2,...,Xn] polinom felirhato az elemi szimmetrikus
polinomok F folotti polinomjakeént, azaz létezik olyan

f€ Fly1,v2,...,yn] polinom, hogy

P(X1, X2y -y Xn) = fle1(X1, X2y - - -, Xn), - - o €n (X0, X2y« o, Xn)).

A lexikografikus rendezes szerinti indukcioval bizonyitunk.
Konstans polinomra az allitas igaz.

Az

b gl k, Re
el = (X1+x2+. . +xn) (X1X2+- . AXn—1Xn) .. (XaX2 . . . Xn)
polinom fétagja xfHhetFhnyketethn - ko

Masrészt ha a szimmetrikus p polmom fotagja cxyxy .. x’n”
akkorih =i, = --- > i, (miért?).
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Mivel p fotagja és

C- (X4 X)) 720X + . XneXn) T (aXa LX)

fotagja megegyezik, ezért p(x) — ceq?1 ...ef" polinom fétagja a

lexikografikus rendezés szerint kisebb, mint p fétagja, igy az
indukcios feltevés szerint e polinom mar elemi szimmetrikus
polinomok polinomja, s ezzel p is.

A bizonyitas konstruktiv, az alkalmazott ,fotag kikliszobolési
eljaras” a gyakorlatban is hasznalhato.

egy masik modszer (manko) arra, mi lesz a kivonando elemi
polinomok polinomja:

X8x5x3x, (€S van még Xs is) ~» X1 X1 X1 X1 X1 Xq
X2 Xo Xo Xo
X3 X3 X3
X4

oszloponként megszamolva a valtozokat: e,ele,e?
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P

M

Legyen p(x,y,z) = x? + y? + 2%, Allitsuk elé elemi polinomok
polinomjaként.

A lexikografikus rendezésben legyen x > y > z. A fétag x?y°2°,
tehat i1 =72 iz = (), i3 = (),

Innen k1 =2, R, =0, k3 =0, azaz p1(x,y,2) =

P(X,V,2) — (X + Y +2)? = =2xy — 2x2 — 2yz = —2(XY + XZ + y2)

P(X,Y,2) = (X+y+2)? —2(xy +x2+y2) = ei(x,V,2)* —2e2(x, Y, 2).
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Legyen p(x,y) = x> + 2x%y + 3x3y? 4+ 3x%y3 + 2xy* + y°. Allitsuk
eld elemi polinomok polinomjaként.
Afétag x°, i1 =5ip =0~ Ry =5k =0~
p1(%,y) = p(x,y) — (x +y)°
=X 4+ 2y + 3y + 33 + 2yt +
— (X + 5x*y 4+ 10x3y? 4+ 10x%y° + 5xy* + y°)
= 3xty — 7y — Ix%yR — 3xyt
Afotag —3x%y, i =4, b =T~ Ry =3,k =1, ~
p2(x,y) = p1(X, ¥) +3(x +¥)> (xy)
= —3x4y — 73y — 7X%y° — 3xyt
+3(x"y + 33y + 3% 4+ xy*)
= 23Y? + 24 = 2(x + ) (xy)?
p=el+pr=e—3ele;+p, =e; —3ele, + 2ere, tehat
p = e3 —3ele; + 2e€3.



P Legyen a, b, c az x> — 2x? + 4x + 3 polinom harom gyoke. Adjunk
meg olyan 1-foegylitthatos polinomot, melynek gyokei ab, ac,
bc.

M A gyokok és egyutthatok 0sszefliggései szerint

a+b+c=2
ab+ac+bc=4
abc = -3

A gyokok és egyltthatok kapcsolata a keresett
(x —ab)(x — ac)(x — bc) polinomra:
ab+ac+bc=4
a’bc + ab’*c + abc®> = abc(a+ b +¢) = —6
(ab)(ac)(bc) = (abc)?> =9

innen a keresett polinom: x3 — 4x? — 6x — 9.
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Egyebek

Polinominterpolacio



K Adva vannak az x1,X2,...,Xn,V1,Y2,...,Yn € F szamok, ahol F
test, &s x; # x;, ha i # j. Keresunk olyan p € F[x] polinomot,
melyre p(x;) = y; (i=1,2,...,n).

n
M Ha ilyen p van, akkor co sok van, mert p(x H (X —X;)
i=1

jo, ahol f tetszéleges polinom.
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Lagrange-interpolacio

T Advavannak az x1,%2,...,Xn,¥1,Y2,...,Yn € F Szamok, ahol F
test, és x; # x;, ha i # j. ERRor pontosan egy olyan legfeljebb
n — 1-edfoku p € F[x] polinom letezik, melyre p(x;) = y;
(i=1,2,...,n).
B (Létezés) Li(x) = (X =X1) - - (X = Xj—1) (X = Xiy1) - .- (X = Xn)
(X = X1) o (X = Xiz) (X = Xiga) -+« (Xi — Xn)

1, hai=}j
Li(x)) = o
0, hai#j.

Zy, (Ez a Lagrange-féle interpolacios polinom)

(Egyertelmuseg) L! p,q € F[x] két legfoljebb n — 1-edfokd

polinom, melyre p(xj) = q(x;), azaz (p — q)(x;) = 0 minden
I1=1,2,...,n-re ~ p — g foka legfoljebb n — 1, gyokeinek
szaman~p—q=0,azazp = q. 64



L) = (—g);)((—x1_—11))()(<—_12— 2) ~ _%X3 il %X
Lalx) = ((gi:))ég:l))((;_—zz)) - %X3 i %X“
e
- BN 1o

—5L7 4 5Ly +5L3 + 7L4 = 26 — 5x* 4+ 3x+ 5



Newton-interpolacio

- Advavannak az x1,X2,...,Xn,Y1,Y2,...,Yn € F szamok, ahol F
test, &s x; # x;, ha i # j. A Newton-interpolacio lényege, hogy az
interpolacios polinomot

p(X) = Co+C1(X—Xq)+Co(X—X1) (X—X2)+. . .+Cn—1(X—X7) . . . (X—Xp—1)

alakban keressiik, az egyutthatokat egymas utan kiszamolva.
- A gondolat l[ényege, hogy a ¢; egyltthato kiszamitasa nem
valtoztatja meg a korabban kiszamolt egyltthatokat, azaz ha

pi(X) = Cot+C1(X—x1)+Ca(X—X1) (X—=X2)+. . .4+Ci_1(X—X1) . . . (X—=Xj_1)

illeszkedik elsé i, azaz az (x1, y1),...(X;, ;) parokra, akkor a

Pit1(Xig1) = Vip1 egyenletbdl ¢; egyértelmien kiszamolhato.
- Co = y1 megfelel, mivel a p1(x) = ¢o polinomra pi(x1) = y1.
- Vo= pz(Xz) =V + C1(X2 —X1) ~ 0 = yz—yl, es igy tovabb...

X)—X
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X, —1 0 1 2

P Oldjuk meg ismét az eldz6 feladatot:
Ve -5 5 5 7

pi(X) =Cco=y1=—=5p2(X) = =5+ c1(x+1) ~
5=p(0)=-54¢-1T~ =10~

p3(X) = =5+10(x + 1) + Ca(Xx + )X ~~

5=p3(1) = -5+10001+1) +c(1+ 1)1~ g = —5~

P(X) = =5+10(X + 1) — 5(X + 1)x ~»
7=p2)=-54+1024+1) =52+ N2~ c3=2~

p(x) = =54+10(x+ 1) = 5(x + 1)x + 2(x + 1)x(x — 1), a zarojelek
felbontasa utan

/—\
\_/

p(x) = 2 — 5x2 + 3x + 5.
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Egyebek

Polinominterpolacio véges testek folott



T Veéges testek folétt minden fliggvény egyenlo egy

polinomfiliggvénnyel. Raadasul minden fliggvényhez végtelen
sok ilyen polinom is létezik.

Mi eddig csak a Z, testet tanultuk, vannak primhatvanyrendd
véges testek is (jelolésiik F, vagy GF(q), ahol g = p® valamilyen
p primre és e egészre), és az allitas ezekre is igaz.

Ha f: Zp — Zp tetsz6leges fliggvény, akkor az f(i) (i € Zp)
értékekbol képezhetiink egy legfoljebb p — 1-edfok
interpolacios polinomot, mely f-fel azonos értekeket vesz fel.
A kis” Fermat-tétel szerint x* = x (mod p) minden x € Z-re,
gy xP —x = 0 a Zpben. Ha g olyan polinom, hogy minden

C € Zp eseten f(c) = g(c), akkor g(x)-et maradékosan osztva
xP — x-szel olyan egy legfoljebb p — 1-edfokl polinomot
kapunk, ami megegyezik a Lagrange-féle interpolacios
polinommal, azaz a g(x) — a(x)(xP — x) polinommal, ahol

a(x) € Zp[x] a maradékos osztas hanyadosa.
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F  Egy szef kodja egy [0, p — 1]-be es0 egész, és p prim. Osszuk

meg ezt n ember kozt Ggy, hogy kozllik barmelyik 3 ki tudja
nyitni a széfet, de semelyik 2 ne tudjon meg a kodrol semmit.
Legyen f € Zp[x] egy masodfoku polinom, a széf kodja legyen
f(0). A k-adik embernek adjuk oda f(k) ertékét (k =1,2,...,n).
Barmely 3 ember a harom (i,y;), (/,¥;), (R, yk) parbol
egyértelmuen fel tudja irni f-et, amibol megkapja f(0)-t,

de 2 ember nem tud még a kodrol semmit, mert minden t € Z
értékre pontosan egy legfoljebb masodfokl polinom van,
melynek grafikonja atmegy az (i,y;), (J,¥;), (0,t) pontokon.
(Titokmegosztas) Egy széf kodja egy [0, p — 1]-be esé egész,
ahol p prim. n résztvevé mindegyike megkapja egy legféljebb
k —1-fokU a(x) € Zp[x] polinom (x;,a(x;)) parjat (i =1,2,...,k,
k < p). Barmely k résztvevé fel tudja tarni a titkot, de semelyik
legféljebb k — 1 résztvevé nem tud meg semmit a titokrol.
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