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A komplex szamok rovid torténete



A komplex szamok rovid torténete

A szamfogalom boviilése



pozitiv egészek — 0sszeadas, szorzas

a + x = b megoldhatosaga — negativ szamok és 0

ax = b megoldhatosaga — racionalis szamok

x> =2 megoldasa — vannak nem racionalis szamok is
sorozatok hatarértekének fogalma — irracionalis szamok
racionalis + irracionalis szamok — valos szamok

az x> = —1 egyenlet megoldasaval lesz tovabbi bovités???

AMH az F test algebrailag zart, ha barmely nem konstans F-beli
egyutthatos polinomnak van F-ben zérushelye.

Q és R tehat nem zart, mert x2 4+ 1-nek nincs zérushelye e
testekben, de nem zart pl. Zs sem, mert az x> + 2 polinomnak
Zs-ben nincs zérushelye.

(Ernst Steinitz, 1910) Minden F test beagyazhato algebrailag
zart testbe, melyek kozt letezik legszlikebb, ami F-et fixenhagyo
izomorfia erejéig egyértelmu.



A komplex szamok rovid torténete

Egy kis torténelem



- Girolamo Cardano (1501-1576) orvos, filozofus, matematikus -
1538 korul értesul arrol, hogy Scipione del Ferro és Niccolo
Tartaglia egymastol fuggetlenil felfedezték az x> + px = g
alakl harmadfokd egyenlet megoldasat — 1545-ben megirja
,Ars magna sive de regulis algebraicis” cimi muvét, benne a
megoldoképlettel — 1552-t61 kezdodden Europa egyik
leghiresebb orvosa - a 60-as évek elejéen elveszti két fiat
(gyilkossagért halal, rablasért szamuzetés) - 1570-ben
Bolognaban bebortonzik, szabadulasa utan Romaba koltozik

- Scipione del Ferro (1465-1526) felfedezi a harmadfoki egyenlet
megoldasanak modjat - titokban tartja (kivéetel Nave, Fiore)


http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/Biographies/Cardan.html
http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/Biographies/Ferro.html

Niccolo Fontana (1499-1557) glinynevén Tartaglia (dadogo) (1511
Brescia, francia dulas) - 1535: Fiore kihivja Tartagliat egy 15
napos versenyre (30 feladat, a vesztes a gyéztest és 29 baratjat
megvendégeli) - felkésziiléskor Tartaglia rajon a nehezebb
tipust harmadfokl egyenletek megoldasi modjara

Cardano (kilatasba helyezve Tartaglia tiizérségi talalmanyainak
partfogot keres, titoktartas igérete mellett megszerzi a titkot) —
amikor Navétol megtudja, hogy del Ferro is ismerte e
képleteket, felmentve érzi magat, és publikalja (a negyedfoki
esetre is tovabbfejlesztve az eredményt)

Tartaglia leirta ,megcsalatasanak” torténetét

Milanoban Ferrari (Cardano tanitvanya) vitara hivja Tartagliat,
aki a vitat elveszti, ennek kovetkeztében lehetoségeit
(nyilvanos eléadasok) elvesziti



A komplex szamok rovid torténete

A megoldoképlet egy specialis esetre



Oldjuk meg az x*> = bx + ¢ egyenletet!

A Tartaglia altal talalt képlet (ennél kés6bb precizebb
formaban fogjuk tanulni):

2 3 2 3
C b 5| ¢ C b
lz) T 3 T2y \2) T3
Oldjuk meg a x> = 7x + 6 egyenletet!
S R CRR )
S\ 22 2 3 2 2 3
:%\3/81+3O\/—3+%\3/81—30\/—3

:% (9/2+1/2v=3) +% (9/2=1/2V=3)
=5

X_3C
BE\W)




A komplex szamok rovid torténete

Alkalmazasok



hidrodinamika, aramlasok  vizsgalata,
Zsukovszkij-fele  szarnyprofil  (Joukowski
| Zhukovskii / Zhukovsky Airfoil, Nikolay
Yegorovich Zhukovsky, Hukonan Eroposuy
YYKOBCKUIA)

1
- I Z4 -
z

- Egy ,Wolfram demonstration” animacio.



http://demonstrations.wolfram.com/TheJoukowskiMappingAirfoilsFromCircles/

elektromossagtan, jelfeldolgozas, villamosmeérnoki
tudomanyok

linearis rendszerek, linearis differencialegyenletek megoldasa
relativitaselmélet, kvantummechanika

fraktalok (Mandelbrot-halmazok: aholazg = ¢, z, =22 ,+ ¢
sorozat korlatos; Julia-halmazok)

Im[c]
1

Re[c]







Szamolas komplex szamokkal



Szamolas komplex szamokkal

Komplex szamok



komplex szam algebrai alakja

Az=a+ bi,a,b € R alaku kifejezéseket komplex szamoknak
nevezziik, ahol i az a szam, melyre i = —1 (imaginarius
egység: imaginarius = nem valodi). A komplex szamok
halmazat C jeloli.

Egy komplex szam tobb alakban is felirhato, ezt az alakot
algebrai alaknak nevezzik. Az a szam a z valos része, a b az
imaginarius, jelolése: a = Rez, b = Im z (mas szokasos
jeloles: a = R(2), b = 3(2)).

konjugalt
Z=a—1ib,aholz=a+ib



-+ 3i o7 —2+3i
+ 2i
+ N

22 P2 =
+ %
+ -2
+-3i *7=2-3i

Rez

10



D Definicio

Az (a, b) vektor x-tengellyel bezart szoge legyen ¢, hossza r.
Ekkor a z= a + ib komplex szam felirhato r(cos ¢ +isin o)
alakban is, hisza = rcos ¢, €s b = rsin ¢. Ezt az alakot
trigonometriai alaknak, az r nemnegativ valost a komplex
szam abszolUt értekének, p-t iranyszogenek, arkuszanak vagy
argumentumanak nevezzik: r = |z|, ¢ = argz.

Tetel
A komplex szamok algebrai alakja egyértelmd.

Bizonyitas.
a+bi=c+di~a—-c=(d-Db)i
b # d ~ &= =i ellentmondas;

b=d~a-c=0~a=cC ]

"



T Kapcsolat az algebrai és trigonometriai alak kozott
Ha z = a+ bi = r(cos ¢ +isin ), akkor

a=rcosyp

b=rsiny

r=lz| = va2 + b2 = vzz,(zz = (a +ib)(a — ib) = @ + b?)
arctg(2) haa >0
arctg(2)+7 haa<0ésb>0

o= arg(z) = arctg(2) — = haa<0?sb<0
z haa=0ésb>0
=7 haa=0ésb<0
hatarozatlan haa=0ésb=0

ahol ¢ € (—m,7].



27/3

3w /4
57 /6 ‘

ST

1

—V2 - Vi

/6
57 /4 ‘

47 /3

I

3m/2
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Szamolas komplex szamokkal

Miveletek algebrai alakkal



Példa

1 2+ 3i
) N (3-1) (2 N2y )
(24+3i) — (3—1), (2+3i)(3—-1), 3

.V =5+ 121

M (2+30)—(3—1)= —1+4i

(2431)(3—1) =2-3+3i(—i) + (31) - 342 (—i) =9 +7i
L ¢

2431 243)B-i) 9+7 9 7

= 4+

3+i 3+9)@B-i) 10 10 10

V=54 12i=a+ bi~ =54 12i = a®> — b? + 2abi ~

a’ —b?> = —5,ab=6,azazb = 6/a~ a* +5a%> — 36 ~ @’ = 4
(vagy @’ = —9, ez hamis gyok) ~ a = 42, b = 43 ~» /=5 + 12i
két értéke 2 +3i és —2 — 3i.

14



Példa (Alapmuveletek algebrai alakkal)
(a+bi)+ (c+di) = (a+c) + (b+d)i
(a+ bi) — (c+di) = (a—c)+ (b—d)i
(a + bi)(c+ di) = (ac — bd) + (ad + bc)i

a+bi (a+bi)(c—di) ac+bd+bc—ad,
crdi (crdi)c—d) E+d " atd’

AlapmUveletek algebrai alakban: 0sszeadas, kivonas, szorzas
algebrai kifejezésként az i = —1 helyettesitést hasznalva;
0sztas a nevezd konjugaltjaval valo bovitéssel.

T Tétel
C test

15
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Szamolas komplex szamokkal

Miveletek trigonometriai alakkal



Példa

[2(cosT +isin T)][cos 2T +isin 2] =

2c0sZ cos ZZ — 2sin T sin 2Z + 2[cosZ sin ZF + sin Z cos Z]i =
2c0s(Z + )+ 2sin(Z + )i = 2cos I + 2sin Fi= —2i.

Ellendrzés:
(+VE)(-F == =P = PP - - V3-Fi= -2

Mi a geometriai jelentése az i-vel valo szorzasnak?

Mi a geometriai jelentése a cos ¢ +isin ¢ szammal valo
szorzasnak?

Milyen komplex algebrai mivelettel valosithatdo megaz e C
Gauss-sikon abrazolt képének a w € C korul ¢ szoggel valo
elforgatasa?



A Szorzas, osztas trigonometriai alakban
Legyen z1 = r(CoS @1 +1iSin 1), Zo = r(COS @y +1SiN ).
Ekkor

212y = nr(cos(pr + p2) +1sin(er + ¢2)),
VAl

r L.
— L (cos(pr — p2) +i5in(1 — 2))
Vi) r

B A szogek 0sszegére vonatkozo trigonometriai azonossagokkal:

72173 = 11(COS 1 +1SiN 1) - (COS w2 +1SIN y)
= r1r2(COS 1 COS w3 — SiN @1 SiN @y +
i(sin g1 COS @ + COS 1SN 7))
= 11y (Cos(¢1 + ¢2) +isin(er + ¢2))

Az osztasra hasonloan.



T Abszolat érték tulajdonsagai

—

2l = 12|
Naz| = |7llz|
Na/z| = |71l /122

|21 + 2| < |z1] + |z2] (haromszog-egyenldtlenség)

B~ w N

19



Szamolas komplex szamokkal

Hatvanyozas, gyokvonas



Példa
Szamitsuk ki

erteket!

M 5+ *[1 trigonometriai alakja: cos § +isin g

[cos3 +isin Z]'00 = cos 19T 4 jsin 1907 — cos T +isin i =
1 V3

—3 — X3

2 2



Példa
Szamitsuk ki

(\/§+i)9

érteket!

M /3 +ihossza \/v/3* + 12 = 2, trigonometriai alakja:

2(cos § +isin ).
[2(cos T +isin )7 = 2%(cos & +isin &) =
512(cos 3 +isin ) = —512i

21



P Hatarozzuk meg az 0sszes olyan komplex szamot, melynek
hatodik hatvanya 1. (Szamitsuk ki az 1 hatodik gyokeit!)

M Az 1 trigonometriai alakja 1= 1(cos0 +isin 0). Olyan szamokat
kerestink, melyek 6-odik hatvanya 1, azaz olyanokat, melyekre
r%(cos 6y +isin6p) = 1(cos0 +isin0). Innen r =1, és 6p = 0,
de mivel 0 ugyanaz a sz0g, mint 2, 4r..., ezért 6 = 2,

6@ = 4,..6p0 = 107 is lehet! (6p = 127, 6¢ = 147,... nem ad {j
eredményt!) Igy ¢ = 0,7/3,2r/3, 7, 47/3,57/3. A gyokok:
1(cos0+1isin0) =1,

1(cosm/3 +isinm/3) = 5 + ?L
1(cos2m/3 +isin2n/3) = —3 + L2,
1(cosm +isinm) = —1,

[ P Qin 4 _ 1 @
1(cos4m/3 4-isin4m/3) = —5 )
1(cos5n/3 +isinSm/3) = 1 — i,

22



D HazeCésneNT akkor /z={we C:w" =z},azazaz
komplex szam komplex n-edik gyokén azon w szamok
halmazat értjik, melyekre w" = z. (Ez kiilonbozik a valos
n-edik gyok fogalmatol!)

(Hatvanyozas, gyokvonas trigonometriai alakban) Legyen
z = r(cos ¢ +1isin¢). Ekkor

b~

77 = rY(cos(—p) +isin(—y)) = r (cosp —isinp)
2" = (r(cosp +ising))" =r"(cosnp +isinng), nez

2R ) 2R
C&:Cﬁ(cossﬁanrismﬁp: W), neNt, kR=0,...n—1,

ahol v/ a komplex, v/ a valos n-edik gyokvonas muvelete, és k
végigfuthat barmely mas mod n teljes maradéekrendszer
minden elemén.

23



B Lw=R(cosa+isina),z=r(cosey+1isiney)
W" =z~ R"(cos(na) + isin(na)) = r(cose + 1sing) ~
R= I Na= ¢+ 2Rt ~ a=1(p+2knr)

Ha 1 (¢ + 2km) és (¢ + 2¢r) azonos szogek akkor (% Hor a

27 egész szami tbbszorgse ~ £ — £ egész ~ k= ¢ (mod n).

24



Szamolas komplex szamokkal

Egységgyokok



D Aze € C n-edik egységgyok (n € NT), hae" =1.
m cos(k2E) + isin(kRE)
2-dik egyseggyokok: 1, —1.
3-dik egységgyokok: 1, —1 + i, —1 — 33,
4-dik egyseggyokok: 1, 1, =1, —I.
6-dik egységaydkok: 1, 1 + Lj, —1 4 ¥3j, _q, 1T _3j 1 _ )

A masodik egységgyokok egyuttal negyedik es hatodik, a
harmadik egységgyokok egylttal hatodik egységgyokok is.



Példa (Gyokvonas egységgyokkel valo szorzassal)
V1+iv3

M z=1+iV/3= 2(cos § +isin %) (mivel ~ |z| = 2, arg(z) = %).
Az 0sszes gyok meghatarozasahoz elegendd egy gyok
kiszamitasa, és annak megszorzasa az 5-odik egyseggyokokkel
(miért?).

Egy gyok: v2(cos & + isin i)

Az Gsszes gyok: v/2(cos & + isin &) (cos & 4 jsin 2T, ahol
R=0,1,... 4

Azaz v/2(cos(Z + 2y 4 isin(Z + &) k=0,1,...,4

26



¢ € C (multiplikativ) rendje az a legkisebb n € N*t, melyre
e =1. Ha ilyen n nincs, akkor e rendje oc.

e primitiv n-edik egységgyok, ha rendje n.

Mennyi —1 4 i és —% + \i[zi rendje?

—1+ i rendje oo, mivel [=1+1i| > 1.

1 15— 3T i ein (37
= oF il = cos() +isin(F)

~ a rendje 8.

lgaz-e, hogy minden 1 abszoldt értékl komplex szam
egységgyok?

Nem, ha a = 2ma, ahol a irracionalis, akkor nincs olyan
n,k € N*, hogy 2wran = 2rk.

27



b1

b1

A 6-odik egységayokok primitiv hanyadik egyseggyokok? Es
melyik primitiv 6-odik egységgyok?

? 6 Tehat a primitiv hatodik egységgyo-
2 1 kok cos(3) + isin(3) = § + i és
3 6 COS(—%)Msin(_g):%_@/.

Minden n-edik egyseggyok rendje osztoja n-nek.

e" =1~ e rendje véges. Ha ez k < n, akkor n = kg +r (r < R).
1=¢" =fit = (M) = 19" ="~ r=0~ k| n.

€ = COSa + ISina egységgyok <= a = 2xr, aholre Q.

e rendje n <= regyszerUsitett alakjanak nevezéje n.

e’ =cos(na)+isin(na) =1=cos0+isin0 < na =2Rw
vmely k € Z-re <= a =2rFk

Ha % egyszerUsithetd, akkor n-nél kisebb hatvany is 1.

Ha nem egyszerUsitheto, azaz (k, n) = 1, akkor €™ = 1 esetén
ma =2rmE ~m- 2 eZwn|mk~n|m-arendn.

28



L e primitiv n-edik egyseggyok. Ekkor
1. az n-edik egységgyokok: 1,e,e%,...,e""
2. a primitiv n-edik egységgyokok: {ef:1<£< n, (4,n) =1},
és ezek szama ¢(n).
1 az e, e e"~" mindegyike n-edik egységgyok, masrészt
mind kulonbozo mert ek =&l és k > j esetén e/ =1,
OKkR—j<n—-1~k=]
2: arg(e) = 2rk, (k,n) =1~ arg(e’) = 20k ~
% nem egyszerusithetd <= (¢,n) =
e pontosan akkor primitiv n-edik egységgyok, ha minden
n-edik egységgyok eléall hatvanyaként.
Y oe(d) =
din
Minden n-edik egységgyok primitiv d-edik egységgyok vmely
d | n-re. Minden d-edik primitiv egységgyok n-edik egységgyok,
ha d | n, és ezek szama ¢(d).

29



P Mennyi az n-edik egységgyokok osszege és szorzata?

W —q 1-—1
M 1det.. 4= "= =0,han>1
) } e—=1 ¢e—1
ésaz 0sszeg=1han=1.
- ‘1-5-...-5”_1:5”(“24)
240 (") =1
2| n: ()" = (=)= -1, mert (c7)2 =1,dec? £ 1~
€7 = —1.
) - 0, han>1,
- Tehat1+4e+...4+&"7 ' =
1, han=1,
1, ha2tn,
Togoo..- e = f
-1, ha2|n.

30



Az algebra alaptétele




Algebra alaptétele

Minden komplex-egyiitthatos n-edfokl (n > 1) polinomnak
van komplex gyoke.

Algebra alaptétele - valtozat
C algebrailag zart test.

31



Algebra alaptéetele - valtozat
Minden komplex-egyiitthatos n-edfokd (n > 1) polinomnak -

a gyokoket multiplicitassal szamolva — pontosan n gyoke van.

Azaz minden komplex-egyltthatos polinom linearis tényezok
szorzatara bonthato: az

anX" + -+ +aiX+ 0o, an #0, Ao, A1,...,an €C
egyenlethez léteznek olyan ¢y, ¢y, ..., ¢y € C szamok, hogy
anX" 4 -+ + a1X + Ao = An(X — C1)(X — C2) . .. (X — Cp),

és ez a felbontas a tényezdk sorrendjétol eltekintve
egyértelmd.

32



Allitas
Minden a, b, c € C (a # 0) esetén az az> + bz + ¢ polinom
a(z — z1)(z — z;) alakra hozhato, ahol (a komplex gyokvonas
jelével)
_b+ VB —hac

2a

AWES

(z—21)(z—22)

:a<z_b+m> (Z_bm>

2a 24
oz (b+ VD =b=VD)_ —b+VD —b-VD
a 2a 2a 2a 2a

a(zz—z_zt)+w) =az+bz+c
2a 4a?2 )



Binomialis tetel




D Binomialis egyiitthato

1-2-3...R

_ _ !
(n)zn(n N...(n—kr+1) _ n nkeNg k<

Ri(n — k)"

- R=1.2-...-(kh=1)-k Ol =1

nin="1)...(n—kR+1)

képlet értelmezhetd valos n esetén is:

34



A A binomialis egyitthato alaptulajdonsagai

):1

N

-
S
(@2
v\_/
Il
RS
S

w

~
/\/\/_\

B 1,2: 4.3 3...fe
(o) ( ) B0 0-300)-
R+1 k R+1\R R+1) \R
n+1 n—+1
k+1 I? kR+1

F Gondoljuk végig kombinatorikai jelentésiiket!
35



Pascal-haromszog:

36



T Binomialis tétel
Tetszoleges komplex a és b szamokra és n € Ny természetes
szamra

n
(@+b)"=a"+na""b+...+b"=>" (2) a"kbk,
k=0

m Mivel a bizonyitas csak az a és b kozti 0sszeadas és szorzas
mUveleti tulajdonsagait hasznalja, ezért a tétel barmely
egységelemes kommutativ R gylr( elemeire igaz. (PL.
R=27mQ,R,C,.)

P (a+ b)* =a* + 4a’b + 6a?b? + sab® + b*.

K (1+x)" = <g>x0 + (:>x1 + 4.+ <Z>X” = Zn: (Z)x’?.
h=0

37



B (kombinatorikai leszamlalassal)
Szamitsuk ki, hogy az (a+ b)(a+b)...(a+ b) szorzatban mi
a"—Rbk egyltthatoja.
Hanyféleképp valaszthato ki az n darab (a + b) tényez6bol k
darab b és n — k darab a?
Osszesen (7).

2B (teljes indukcio) n=0:1=1v
n—n+1=:(a+b)" = (h (Ha""bk)(a+b)
Beszorzas utan minden tagban a kitevok osszege n + 1.

a"t1—kbk kétszer szerepel:

N\ n_knk n nti—kpk—1p (N1 _nt1—kpk
(I?)a ba+<k_1>a b b_<l? a b

38



2”:(1+1)”:§n:<2>

k=0
n kn
0=(1-1"=Y (-
(1=1)"=3( 1>(,?>
k=0
A+ =1+3i+32+P=1+3i—-3—-i=-2+2i

=2 (0= 6) - G- () -

. : nm . ..n
Masrészt (1+ )" = (V2)" <cos Tw +isin Z)

A két eredmeény 6sszehasonlitasabol:

<g> . @ +<Z> i <g>+"'—(ﬁ)”CosT
@ . <2)+(;’> . (?)ﬂ.:(ﬁ)”sm”[

i+
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