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Primszamok

Felbonthatatlan szamok, primszamok



D

Felbonthatatlan szamok

p € Nt felbonthatatlan, ha p # 1 és
p=ab,a,be Nt =a=1vagyb=1.

p € Z felbonthatatlan, ha p nem egyséeg és
p =ab,a,b e Z = avagy b egysés.

N*-beli 100 alattiak: 2, 3, 5,7, 11, 13, 17,19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47,
53, 59, 61, 67, 71,73, 79, 83, 89, 97. (OEIS A000040)

Z-beliek: ..., -5, -3, -2, 2, 3, 5,...

a € Nt 0sszetett szam ha a # 1 és nem felbonthatatlan. (az
elsé néhany: 4, 6, 8, 9, 10, 12, 14,..).

Minden 1-nél nagyobb egésznek van felbonthatatlan osztoja.
Indirekt: ha van ellenpélda, legyen n a legkisebb.

n | n~»n nem felbonthatatlan ~» n = ab, ahol 1< a < n ~»
a-nak az indirekt feltevés szerint van felbonthatatlan osztoja,
de az osztja n-et s, ¢


https://oeis.org/A000040

Primszam
p € NT prim, hap #1és
p|ab,a,be Nt =plavagyp|b.

p € Z prim, ha p # 0 és nem egysésg, és
plab,a,beZ=p|avagyp]|b.

A felbonthatatlanok definiciojabol kovetkezik, hogy a 0 nem
felbonthatatlan (0 = 0 - 2), a primek definicidjabol azonban ki
kell zarni (0 | ab ~ ab =0~ 0| avagy 0 | b).

Mik a felbonthatatlan és mik a prim szamok 2Z-ben?
Felbonthatatlanok: 2k, ahol 2 t k, ui. n | ab ~ 4| n.

Primek: nincsenek, ui. a | 2a,de at2,ata, haa € 2Z\ {0}.
Valodi felbontas-e {a + bv2 | a,b € Z}-ben
24+V2=Vv2-(1+V2)?

Nem, mert 1+ v/2 egység! (HF 2 + /2 felbonthatatlan?)



T prim = felbonthatatlan
p pontosan akkor prim, ha felbonthatatlan.

B Elég NT-ra bizonyitani:
(prim = felbonthatatlan) p = ab ~ p | ab, de p prim,igy p | a
vagy p | b,azazab |avagyab | b~ b=1vagya=1,tehatp
felbonthatatlan.
(felbonthatatlan = prim) p | ab és p t a és p felbonthatatlan
~ (p,a) | p miatt (p,a) =1~ p|b.

m A torzsszam, primszam, felbonthatatlan szam kifejezéseket
azonos értelemben hasznaljuk.



T Euklidész (egy bizonyitas a KONYV-b4l)
A primszamok szama végtelen.

B Indirekt: tegyuk fel, hogy csak véges sok prim létezik: p4, pa,...,
pn. Tekintsiik a g = p1p> ... pn + 1 szamot. g-nak van
primosztoja, de az nem egyezik meg a p1, p,..., Pn egyikével
sem, ellentmondas.



A Algoritmus
Eratoszthenészi szita

« Bemenet: [2,3,...,n] egészek listaja,

« Kimenet: az n-nél nem nagyobb primek listaja
TN+ [2,3,...,n], 1«1

2 p <« N[

3 ha p > /n, akkor menj 6-ra
4 j < 2p,3p,...: N[j — 1] < 0 (p-tobbszorosok kinullazasa)
5 noveld i-t addig, mig N[i] > 0 nem lesz és menj 2-re

6 N pozitiv elemeinek kiirasa

T Han e Nt osszetett szam, akkor van y/n-nél nem nagyobb
primtényezoje.

B n=ab1<a<b<n~a<ab=n~»a<n.
m Eratoszthenészi szita animacio



T Dirichlet tétel: ha a és b relativ primek, akkor az an + b
(n=1,2,3,...) sorozatban végtelen sok primszam van.

T Ben Green, Terrence Tao, 2006: létezik tetszolegesen hosszy,
csak primekbél allo szamtani sorozat. (pl. 2,3-3,5,7 -5, 11, 17,
23,29 -7 37,67, 97,127,157 = 199, 409, 619, 829, 1039, 1249, 1459,
1669, 1879, 2089)

T Primszamtétel (Hadamard, de la Valleé-Poussin, 1896; elemi
bizonyitas Selberg, Erdds, 1949) Az x-nél kisebb primek = (x)
szama aszimptotikusan x/ ln x, azaz

by )

=
x—o0 X/ N X




Primszamok

A szamelmeélet alaptétele



T Aszamelmélet alaptétele
Minden 1-nél nagyobb természetes szam eldall véges sok
felbonthatatlan természetes szam szorzataként, és e
felbontas a tényezdk sorrendjétél eltekintve egyértelmd.

m A tétel kiterjeszthetd az 1-re is, mint ami a primek ures
szorzatahoz rendelheto.

m A ,tényezok sorrendjétdl eltekintve egyértelmd” helyett
mondhatjuk, hogy a ,felbontas egyértelm( a primek monoton
novekvo rendezése mellett”.

D Az azonos primek szorzatat hatvannyal jelolve az 1-nél
nagyobb egészek kanonikus alakjahoz jutunk: n = pfbfz L pk

T Minden 0-t0l és egységtdl kiilonb6z6 egész szam sorrendtol és
egységszeresektol eltekintve egyértelmien eldall felbonthatat-
lanok szorzataként. (-6 = (=2)-3 = 2-(=3) = 3-(-2) = (-3)-2)

m Hasonlo tétel nem igaz pl. a pozitiv paros szamok korében:
60=2-30=6-10.



B A felbonthatosag bizonyitasa. Indirekt: tfh van ellenpélda, L' n
a legkisebb. n nem lehet felbonthatatlan, mert akkor az
egyelemU szorzat a felbontas, ~ n = ab, ahol viszont a és b
mar felbonthatok, igy a szorzatuk is. Ellentmondas.

Az egyértelmiség bizonyitasa. Indirekt: tegyiik fel, hogy van
olyan természetes szam, mely nem bonthato fel egyértelmuen.
L! n kozilik a legkisebb. n = pipy...pr = q1G2...Gs. pi # q;
semmilyen {i,j} parra, kilonben n nem volna a legkisebb. Ez
ellentmond a primtulajdonsagnak, ugyanis ha p1 | g1z . . . gs,
akkor pq | g; valamilyen j-re, de akkor g; felbonthatatlan volta
miatt p1 = gj vagy p; = 1. Ellentmondas.

K Haae€Z a#0,anem egység, akkor eldall véges sok
felbonthatatlan szam szorzataként, és e felbontas a tényezok
sorrendjétél és egységszorzoktol eltekintve egyértelmd.



w = - - -

Legkisebb kozos tobbszoros

Két (tobb) nullatol kilonbozd egész szam legkisebb kozos
tobbszorose az a legkisebb pozitiv egész, melynek mindket
(mindegyik) szam osztoja. Jelolései:

[a, b] = lkkt(a, b) = lcm(a, b) - least common multiple
([a1, a2, ..,an] = lkkt(aq, ay, ..., a,) = lcm(ay, Gy, . . ., ap)).

Hogyan definialnank a kitlintetett kozos tobbszoros fogalmat?
Legyen a = p%'p%...p% b =pPpb . pb (a; b; >0,
i=12,...,r). Ekkor

alb < 0<a <b(i=12,...,n).
(a b) _ pmin(aq,bq)pmin(az,bz) o p;nin(ar,br)
’ r:]ax(a1,b1) rznax(abbz) max(ar,br)

[a, b] = p; P, Pr
Ha a és b pozitiv egesz, akkor [a, b](a,b) = ab.

max(aj, bj) + min(a;, b;) = a; + b;,
max(aj,b;) ,min(a;,b;) max(a;,b;)+min(a;,b;)

P P — p| —p i

ai+b;
i =PiPi-

10



F Mutassuk meg, hogy barmely pozitiv a és b egészhez van olyan
m és n egész, hogy m|a,n| b, (m,n)=1és mn=|a,b].

P Legendre-formula: Mutassuk meg, hogy n! primtényezos
felbontasaban a p prim kitevéje

n n n
PR I R R
M neNt-reaz{1,2,...,n}-beli d-vel oszhatok szama [ 5], ui.
O<kRd<n <= 1<k<|5), ez [5]db.
nl=1-2-3---n-ben L | tényezd oszthato p-vel, L - | osthato

p?-tel, és barmely k-ra Lp | osthatd p*-val. Az 6sszeg mindig
véges, mert ha p™ < n < p™*+1 akkor k > m esetén kaj =0.

F {GJ: @ és |gy{ Jklszamnasagyorsabban w
bc C pk p

P 9! mekkora 2-hatvannyal oszthat6?
M 2]+ 2]+ 3] =4+2+1=7 tehat 2-nel.

2M Afentifeladatra épitve: [3] =4, (3] =2, [3] =1 4+2+1=7.

"
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Szamolas maradékokkal

Kongruenciak
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A mod miivelet

a € Z, me Nt. Az a-nak m-mel valo osztasi maradékat
a mod m jeldli. (Itt mod egy binaris, azaz kétvaltozos
muvelet.)

12mod5=2,(—12) mod 5 = 3.

Kongruencia

a,b € Z, m € N*. Azt mondjuk, hogy a kongruens b-vel
modulo m, ham |a—b.

Jelolesei: a=b (mod m),a=b mod m,a=b (m).

m|la—-b < m|b—a <= amodm=>bmodm

12 =107 (5), mert5|107 —12; =6 =99 (5), mert5|99 — (—6).
13#£23 (9), mert 9423 —13.

a=b (m) < van olyan k egész, hogy a = b + km.

m|a—-b <= vanolyan kR, hogya—b=~km < a=>b+km.

12



Szamolas maradékokkal

Maradékosztalyok, maradékrendszerek



T Akongruencia ekvivalenciarelacio

Reflexiv: a = a (mod m),
Szimmetrikus: a =b (mod m) < b =a (mod m)

Tranzitiv: a=b (mod m),b=c (mod m) = a=c (mod m)

- A kongruencia ekvivalenciarelacio, tehat megad az egészek
halmazan egy osztalyozast (diszjunkt részhalmazok uniojara
valo felbontast): egy osztalyba azok az egészek tartoznak,
melyek azonos maradéekot adnak a modulussal osztva. PL:
modulo 3 a kovetkezo6 osztalyozast adja:

Z={..,-3,0,3,..Yu{..,—214.. u{...,-1,2,5...}

D a fenti osztalyozas osztalyait modulo m maradékosztalyoknak
nevezzuk.

13



T Mlveletek és kongruenciak
Haa,b,c,d € Z, me Nt,ésa=b (mod m),c=d (mod m),
akkor
1. a+c=b+d (mod m) (spec.a+c=b+c (mod m))
2.a-c=b-d (mod m)(spec.a—c=b—c (mod m))
3. ac=bd (mod m) (spec. ac = bc (mod m))

P 7=33 (mod 13) ~ 27 =53 (mod 13) [ +20]

P 7=33 (mod 13) ~» 70 = 330 (mod 13) [-10]

P 7=33 (mod 13), 4 =30 (mod 13) ~» 28 =990 (mod 13)
T a=b (mod m),ne Nt =a"=b" (mod m)

1M n-szer 0sszeszorozva az a = b (mod m) kongruenciat;
2M aza" —b" = (a—b)(@" "+ ...+ b""") Gsszefiiggéshol.
T a,n > 1egészek, ésa” —1prim=a=2,ésnprim.

D Mersenne-primek: a 2P — 1 alakd primek, ahol p prim.

14



Egyszer(sités kongruenciaban
Ha a,b,c,d € Z, m e N*,d = (¢c,m) és ac = bc (mod m),
akkor

m
a=b (mod E)

Ha (c,m) =1, akkor az ac = bc (mod m) kongruencia
egyszerusitheto c-vel, azaz ekkor a = b (mod m).

ac =bc (mod m)~ m|(a—b)c~ IkR:(a—b)c=hkm~
(a-b)s=RG (5,8)=1ezért D |a-b~a=b (mod ).
14 =40 (mod 13) ~» 7 =20 (mod 13) [/2]

18 = 66 (mod 24) ~» 3 =11 (mod 4) [/6] (6 = (18,66))

15



T Haa=b (my),a=b (my),.,a=b (my),ahola,b € Z,
my,...,mp € NT, akkor

B mi|(a—Db),my|(a—Db),..,my|(a—Db)~
[m1,my,....,my] | (a—Db).
P Oldjuk meg fejben a kovetkezo harom kongruenciarendszert!
(@) x=1(mod3) (b) x=2 (mod3) (c) x=1 (mod 3)
x =1 (mod 5) X =4 (mod 5) x=2 (mod 4)
x=1 (mod 7) X=6 (mod 7) x =3 (mod 5)
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TMR

Egészek egy halmaza teljes maradékrendszer modulo m
(TMR mod m), ha minden egész szam e halmaznak pontosan
egy elemével kongruens mod m.

A {0,1,...,m —1} halmaz TMR modulo m.

Ha m paros, akkor a {—=™2,...,0,..., ™2 2} halmaz, ha m
paratlan, akkor a {—2+1, 1= [0,..., 2= 121} halmaz
TMR modulo m.

A {0,1,2,4,8} halmaz TMR modulo 5.

A {0,1,3,9,27,81,243} halmaz TMR mod 7.

m inkongruens egész szam halmaza TMR modulo m.

Ha {t1,t,...,tm} TMR modulo m, és (a,m) = 1, akkor

{aty + b,at, + b, ... ,atm + b} is TMR mod m.
ati+b=atj+b (m) < atj=at (m) < t;=¢ (m) (mert
(a,m)=1) <= i=j. lgy ezm inkongruens egész halmaza.



Szamolas maradékokkal

Modularis hatvanyozas



P Szamitsuk ki 9189 mod 11 ertékeét! ¢ = 20620966787881178104507938630530359755911966
066400099150045124000595605179349487522472134992988
960788694682422515792592896836945711385013041867663
39290205991707879310835543611 = 4 (11)

1M 91 mod 11 = 3, 89 = 10110015, 32 mod 11 = 9, 3“mod 11 = 4,
38 mod 11 =5, 3" mod 11 = 3, 3°2 mod 11 = 9, 3%* mod 11 = 4.
918 =389 =364.3%.38.3=4.3.5.3=4 (mod 11).

2M  k a r megjegyzések
89 3 1 indulo éertékek
88 3 3 R+ kR—1 r<«r-amodm a<+3
44 9 3 R« R/2, a<a-amodm a+<+ 3*mod
22 4 3 R R/2 a+~a-amodm a<+ 3*mod 1
11 5 3 k<« R/2 a+a-amodm a<+ 3®modn
10 5 4 kR+k—=1 r+<r-amodm r+3%.3modn
5 3 4 k<R/2, a<a-amodm a<+ 3"°mod 1
4 3 1 kR+k—=1 r+<r-amodm r«3%.32.3mod1
2 9 1 kR«kR/2, a<a-amodm a<+ 3*mod11
1 4 1 k< R/2 a+a-amodm a<+ 3% mod11
0 4 4 R+—R—=1 r«r-amodm r+3%.3%.3%.3mod N



- A kovetkezd két sémat alkalmaztuk:

- ha a kitevo paros:

kitevo alap eredmény
2R a r
k a’ mod m r

- ha a kitevo paratlan:
kitevd alap eredmeény

2R +1 a r
2R a ar mod m
m a paratlan esetben a két lépés 6ssze is vonhato:
kitevo alap eredmeény
2R +1 a r

k a?modm armodm

19



Legyen k = (by ... bibo)a, ekkor af = a2oie b2 = [T (a?)?, gy

n )
a® mod m =[] (a*)” mod m = H ( b mod m) mod m
i=0

A Modularis hatvanyozas
« Bemenet: a alap, k kitevd, m modulus, ahol a, k, m € Ny,
m > 1
- Kimenet: r = a® mod m
Ta+amodm,r+1
2 ha k=0, menj 6-ra
3 ha k mod 2 =1, akkor r < r-a mod m
4 R+ |R/2|,a <+ a-amodm
5 menj 2-re

6 rkiirasa -



Szamolas maradékokkal

Szamolas maradékosztalyokkal



Két egész szam 0sszegenek, kulonbsegének, szorzatanak, egy
egész szam nemnegativ egész kitevos hatvanyanak maradéka
modulo m csak attol fiigg, hogy az 0sszeadandok, a szorzandok,
illetve a hatvanyozas alapja mely maradékosztalyba tartoztak
(a hatvanyozas kitevéjére ez nem igaz!).

Legyen Zm = {0,1,2,...,m — 1} és definialjuk a (Zn, ®, ®)
strukt(rat a kovetkezoképp: ha a, b € Zp, akkor
adb:=a+bmodm,a®b:=a-bmodm.

Irjuk fel Z, muvelettablait:

A tovabbiakban - ha félreértést nem okoz - Z, alatt a
(Zn,®,®) algebrai struktarat értjuk, amelynek muveleteire is
inkabb a '+ és - jeleket hasznaljuk, azaz Z, = (Z, +, -).

21



Irjuk fel Zs, Zs és Zg muvelettablait:
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A fenti mlvelettablakrol leolvashato, hogy minden elemnek
van ellentettje (additiv inverze). Ez altalanosan is igaz minden
Zn-ben (n € N*).
SOt, az a + x = b minden n € NT esetén megoldhato
tetszbleges a, b € Z, esetén.
Az Zn,-ben n = 2,3,5 esetén minden zérustol kilonbozo
elemnek van reciproka (multiplikativ inverze).
Aza-x=b(a,beZp a+#0)egyenletek n = 2,3,5 esetén
egyértelmien megoldhatok.
A2-x=3nem oldhatdo meg Zg-ban!
Az alabbi harom allitas ekvivalens Z,-ben:
1. Barmely a € Zp, a # 0 elemnek van multiplikativ inverze.
2. Barmely a,b € Zy, a # 0 elemekre az a - x = b egyenlet
megoldhato (a szorzas invertalhato).
3. nprim.

23



m Mivel (a,m) =1 <= (a+ km,m) =1, ezért ha egy modulo m

W TV ©

maradékosztaly egy eleme relativ prim m-hez, akkor az 6sszes
tagja is! Igy beszélhetiink az m-hez relativ prim
maradékosztalyokrol!

RMR

Modulo m redukalt maradékrendszernek (RMR) nevezziik
egeszek egy R halmazat, ha minden m-hez relativ prim
maradékosztalybol R pontosan egy elemet tartalmaz.

Euler-féle p-fliggvény
Az m-hez relativ prim maradékosztalyok szamat ¢(m)-mel
jeloljuk, és -t Euler-fele p-fliggvenynek nevezzik.

{1,5} RMR mod 6 ~~ ¢(6) = 2.

{1,2,3,4,5,6} RMR mod 7 ~» ¢(7) = 6.
{1,5,7,11,13,17,19,23} RMR mod 24 ~» o(24) = 8.

24



Az {1,2,...,m — 1} halmaz m-hez relativ prim elemei RMR-t
alkotnak modulo m.

Ha {ri,r2,...,rom} egy redukalt maradékrendszer modulo m,
es (a,m) =1, akkor {ar,ar,...,arym} is RMR modulo m.
(a,m)=1e€s (r,,m) =1~ (arj,m) =1,

ari=ar; (m), (a,m) =1~ r;=1r (m),

tehat minden RMR-bdl egyetlen reprezentansunk van, tehat e
halmaz RMR.

Riz = {1,5,7,11} RMR mod 12. Mivel (5,12) = 1, ezért

R\, ={5-1,5-5,5-7,5-11} is redukalt maradékrendszer mod 12.
[TR2 =TIIR), (mod 12), mivel a két halmaz azonos elemeket
tartalmaz mod 12 (mindkettd RMR), azaz

1.5.7-11=(5-1)-(5-5)-(5-7)-(5-11) (mod 12)
Ha egyszer(sitiink 1-5-7 - 11-gyel, kapjuk
1=5* (mod 12). .



Euler-Fermat-tétel

T Euler-Fermat-tétel

Ham e Nt a € Z és (a,m) = 1, akkor a?(™ =1 (m).

B Legyen Rm = {n,n,...,ly(m} egy redukalt maradékrendszer
modulo m, és mivel (a,m) = 1, ezért R, = {an, ary,...,arym}
is RMR modulo m.

CREFRERRE lomy = (ar) - (arg) -+ (ary(my) (mod m),
egyszerdsités utan: 1= a®(™ (mod m).
P Szamitsuk ki 9189 mod 11 értékét!
3M Mivel 9187 =38 (mod 11) és 30 =1 (mod 11), ezért
3% =3%/3=1/3=4 (mod 1).
m A modularis hatvanyozas algoritmusahoz nincs szukség
primfaktorizalasra, de p(m) kiszamitasahoz igen, amire nem

ismerunk hatékony algoritmust. 26
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LKis” Fermat-tétel (elso alak)

Ha p prim, a € Z és (a,p) = 1, akkor a>~' =1 (mod p).

,Kis” Fermat-tétel (masodik alak)
Ha p prim, a € Z, akkor a? = a (mod p).
©(m) kiszamitasa m primtényezds alakjabol

Ham = pﬁ“pgz . pft, ahol p1,pa, ..., pt primszamok és
/?1, /?2, cey R € N+, akkor

go(m):m—m—... m+m+...—mH<1—

27



Szamolas maradékokkal

Linearis kongruenciak



Linearis kongruenciak megoldhatosaga és a mo-k szama
a,be€Z meNT, (a,m)=d. Azax=b (mod m) kongruencia
pontosan akkor oldhato meg, ha d | b. Ha megoldhato, akkor
pontosan d inkongruens megoldasa van mod m.

B (Megoldhatosag) ax = b (mod m) megoldhatd +—
dy:ax—my=>b < d|b.

(Megoldasok szama) ax — my = b megoldasai: x = xo + Ft,

y = Yo + gt. Meghatarozando, hogy az x = xo + §t megoldasok
hany maradékosztalyba esnek mod m, azaz hany inkongruens
megoldas talalhato koztik.

Xo+ Bty =x0+ Tt; (mod m) = Ot

m
d d 2
<~ t =t (mod d), ugyanis (m,5) =

t; (mod m)
ésm/() =d.

m
d’

28



Oldjuk meg a 12x =15 (21) kongruenciat!

A kongruencia megoldhato, mert (12,21) = 3 | 15.

Ekvivalens diofantoszi egyenlet: 12x — 21y = 15.

Az euklideszi algoritmushol: 3 =2-12+ (=1) - 21 ~
15=10-12 —5-21, amibdl az 6sszes megoldas:

Xx=10 (21),x=10+7=17 21),x=1042-7=24=3 (21).

2M a diofantoszi egyenletet egyszerlsitve: 4x — 7y = 5...

D

Ha a € Z és (a,m) =1, akkor az ax =1 (m) kongruencia egy

megoldasat az a elem modularis inverzének nevezzik mod m.

Hatarozzuk meg az 5 modularis inverzeit modulo 26.

(5,26) =1, tehat az 5x = 1 (26) kongruencia megoldhato.
1=(=5)-5+26~ x = -5 egy inverz (az sszes: x = —5 = 21
(26), azaz x = —5 + 26R).

Oldjuk meg az 5x = 7 (26) kongruenciat! [Utm.: el6z6 példal
(=5)-5=1(26) ~7-(=5)-5=7 (26) ~» x= —-35=17 (26)
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o

Ha p prim, a Z, algebrai struktiraban az 6sszeadas
kommutativ, asszociativ, invertalhatd muvelet (azaz az

a+ x = b egyenlet Zy-ben megoldhato), a szorzas kommutativ,
asszociativ, és a Z5 = Zy \ {0} halmazon invertalhato (azaz az
a-x = b egyenlet megoldhato Zj-ban, ha a,b € Z;;), végul a
szorzas az 0sszeadasra nézve disztributiv.

Ugyanezekkel a tulajdonsagokkal rendelkezik R es Q is, ezeket
a struktdrakat testeknek fogjuk nevezni.

Zm-ben, ha m nem prim, a szorzas nem invertalhato, de
kommutativ. Az ilyen algebrai struktirakat kommutativ
gylriknek nevezziik.

Minden test egylttal kommutativ gylrd is.

. . 7 . ..
Szamitsuk ki Z-ben a 78 erteket!
3% = 4 (ld. korabban), és 7 = 10, tehat Zy-ben 5 = 10.
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F AZpngylriben mik az egységek?

M A Zp, gylrl egy modulo m redukalt maradékrendszer elemeivel
reprezentalt elemei. (Ha m prim, a Zp, test minden zérustol
kiilonb6zd eleme egység.)

F Elem invertalhatosaga (additiv inverz az ellentett, multiplikativ
inverz a reciprok) és muvelet (0sszeadas, szorzas)
invertalhatosaga két kiilonbozo dolog, de szoros kapcsolatban
allnak. Mi a kapcsolat?

F Adjunk definiciot a test és a kommutativ gy(r( fogalmara,
melyben mivelet invertalhatosaga helyett elem
invertalhatosaga szerepel.

M Wikipédia: Test_(algebra)
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Kinai maradéktétel



Kinai maradéktétel
Legyenek my, ms,... my, pozitiv, paronként relativ prim egészek,
és legyen M =mum,...my. Az

x=a; (mod mn)

xX=a, (mod my)

X=a, (mod my)

kongruenciarendszer egyértelmien megoldhatd modulo M.
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B Legyen My =M/mp=my...Mp_1Mpyq...Mp. Mivel
(Mg, mg) =1, ezért az Mpx, =1 (my) kongruencia minden k-ra
egyértelmien megoldhato. Tekintsiik az

X = a1Mix1 + aoMoxo + ... + anMpxp

0sszeget. Ez egyrészt megoldasa mindegyik kongruencianak
(mert pl. aiMixy = a1 - 1= ay (M), de agMpx =0 (m4), ha

k # 1, mert M, = 0 (my)). Masrészt, ha x’ egy masik megoldas,
akkor x = x" (my,), azaz my | (x — x’), kovetkezéskepp

M| (x — X'), tehat a megoldas egyértelmi mod M.
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P Oldjuk meg az

x=2 (mod 3)
X=3 (mod 5)
X=4 (mod 1)

kongruenciarendszert!
1M A bizonyitas alapjan: M = 165, My = 55, M, = 33, M3 = 15,
Mix; =1 (3) ~ X1 =1 (3) ~ x1 =1,
Mayx; =1 (5) ~3x=1(5) ~x2 =2,
Msx3 =1 (11) ~ 4x3 =1 (11) ~ X3 = 3,
X=55-1-2+33-2-34+15-3-4mod 165 =
110 + 198 + 180 mod 165 = 488 mod 165 = 158.
A megoldas x = 158 (165).
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Egy tablazatba osszefoglalva:

m 3 5 1N

M; 55 33 15
Xij 1 2 3
a 2 3 4

10 198 180 488 mod 165 = 158

ahol x; = /\/l,f1 mod m;, azaz az Mix; = 1 (m;) kongruencia
megoldasa.
2M x=2 3) »x=3kR+2,
3R+2=3 (5)~kR=2(5)~R=50+2~
X=3(5(+2)+2=15(+8,
1504+8=4 (M)~ bl=—4 (1M~ Ll=—1 (M)~ L=11n—1~
X =15(11n — 1) 4+ 8 = 165n — 7
Tehat a megoldas x = —7 (165) (azonos az elézovel).
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A Euler-féle ¢-fliggvény tulajdonsagai

w - m -

p(p*) = pF — p*" = p* (1 - ;)
v

m,n € Nt és (m,n) =1= p(mn) = p(m)p(n)

A kinai maradéktétel kolcsonosen egyértelmi megfeleltetést
ad a Zm X Zn €s Zmp kozt, raadasul ugy, hogy az [a, b] +» ¢
megfeleltetesben (a,m) =1, (b,n) =1 < (c,mn) = 1.

t
em)=m]] (1 - ;) ahol m = pf ... pf (korabban mar
i—1 i

igazoltuk). -

o(PY'P5) = e (P)e(p5) = P (1- £) 2 (1- %) =
pipke (1 — %) (1 — %) 2-r6l 3 vagy tobb primosztora
hasonloan.
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A kinai maradéktétel egy jelentése

01 2 3 « 1z
ojlo 9 6 3
1|4 1 10 7
2|8 5 2 11
) N
73 Ly

- Ha (m,n) =1, akkor Zn x Zp és Zmn kozott letezik egy
természetes bijekcio, mely a RMR-ekbol vett Zp, x Zn-beli
parokhoz Zm,, RMR-ebeli elemet rendel (kékkel kiemelve).
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Raadasul a Zpy, x Zp €s Zmn kozotti bijekcio egydttal
muvelettarto is: ha [a, b], [c,d] € Zm x Zp, és az

x=a (modm) y=c (mod m)
x=b (modn)’ ' y=d (mod n)
akkor a kongruenciak tulajdonsagai alapjan
X+y=a+c (modm) . xy =ac (mod m)
X+y=b+d (modn)’ © xy =bd (mod n)

azaz ha xq, illetve yo € Zmn, megoldasa az (1)-nek, azaz a
bijekcio

[a, b] <> Xo, [c,d] < Yo,
akkor
[a+c,b+d] < xo + Yo, [ac, bd] < XoYo.
Keét algebrai struktira kozti mivelettarto bijekciot

izomorfizmusnak fogjuk nevezni.

(1)
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Szamolas maradékokkal

Néhany egyszeri alkalmazas



2-nek melyik hatvanyaival oszthato 197530727
2|2, 472,8|72,16 | 3072, de 32453072, tehat 2 a 2
legnagyobb hatvanya, mellyel oszthato.

lgazoljuk, hogy egy pozitiv egész 9-cel valo osztasi maradéeka
megegyezik szamjegyei 0sszegenek 9-cel valo osztasi
maradékaval!

an10" + ap_110""+ ... + @110 + ap =
Gn+0n—1+---+0a1+0ao (mod 9)

Mi a 11-gyel valo oszthatosag szabalya?

an10" + ap_110"1+ ... + @110 + ap =
an(=N"+an_1(=N"""4 ... —a; +ao (mod 11)
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Legyen n paros pozitiv egész. Bo- 1
nyolitsunk le egy n—1-fordulos kor-

mérkdzést n induld esetén. 3
A kR-adik forduloban a k-adik jatékos az n-edikkel jatszik.

Az i-edik és j-edik jatékos a k-adik forduloban jatszik, ha
I+j=2k (n—1),aholk=1,2,...,n—"1.

E kongruencia minden i, j par esetén egyértelmien
megoldhatd k-ra, mivel 2 { n — 1, és egyértelmien megoldhato
i-re vagy j-re is, ha a masik két szam adva van.

A magyar személyi szam 1+ 6 + 3 + 1= 11 jegyd, s

2

X11 = Z/x, (mod 11)

Milyen hibakat jelez ez a modszer, és miért jobb, mint mod 10?
ISBN-13 és EAN (European Article Number):
X1+ 3X2 + X3+ 3Xs + X5+ 3Xe + ... + 3X12 + X13 = 0 (mod 10)
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F Oroknaptar: Jeldlje a YYYY-MM-DD formatumban megadott

datum évszamat y, honapjanak sorszamat m, napjaét d azzal a
modositassal, hogy januar sorszama 13, februaré 14 legyen, és
ekkor az évszam csokkenjen eggyel. Tehat pl. 2015-01-15 alakja
2014-13-15 legyen, azaz y = 2014, m = 13, d = 15: Hasonloképp
2000-02-11 esetén y = 1999, m = 14, d = 11. A hét napjainak
sorszamat jelolje w, ahol hétfén w =1,..., vasarnap w = 7 (a
megfeleld 1SO-szabvanynak megfelelden). Igazoljuk, hogy a
kovetkezd képlet megadja, hogy egy datum a Gregorian naptar
szerint a hét mely napjara esik:

o (e (222 e ) ) )

Egy honapon belil w = (d + C; mod 7) + 1 (hogy w ne a [0, 6],
hanem az [1,7] intervallumba essen), ahol C; egész.
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365 =1 (7), ezért minden év egyet ad w-
hezw=(d+y+C mod7)+1

A szokéévek mégegyet: w = (d+y+ |4 —
| 25) + Lzdg) + G mod 7) +1

A honapok valtozo hozzajarulasa:

M AM J JASONTD JF
3 456 7 8 91011121314

313031303131303130313128
32323323233
0 3 5 81013161821232629

Innen jon még m — %,

Vegul egy konkrét datummal meghata-
rozzuk C értékét ( = 1). Ezt az eldz6 tort
konstans tagjahoz adva —32-6t kapunk.
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1862. januar 23. (David Hilbert sziiletésnapja)
1861-13-23, azaz y = 1861, m = 13, d = 23,

w= ((23+ LL : i_ﬂ + 1861 + {—18461

=Q2+6+6+3—44+4)mod7+1=4

~s csutortok.

J-1

1861
100

£l

1861
400

J) mod 7)-+1
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