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Egesz szamok és sorozataik

Szamok



Egész szamok: Z=1{...,—-2,-1,0,1,2,3,...} (Zahlen, Z)
Pozitiv egész szamok: N* = {1,2,3,...} (Natural, NT)
Nemnegativ egész szamok: Ng = {0,1,2,3,...} (No)
Természetes szamoknak az el6zo két halmaz valamelyikét
szokas nevezni, nincs egységes terminologia. Jelolése: N (N).

A természetes szamok halmazara igaz, hogy barmely nem lres
részhalmazanak van legkisebb eleme (az e tulajdonsaggal

rendelekz6 halmazokat jolrendezett halmazoknak nevezzik).
Az egészek halmaza nem jolrendezett halmaz.
Valos szamok halmaza: R (R).

A természetes szamok rendelkeznek az arkhimédeészi
tulajdonsaggal (Arkhimédészi axioma): Minden x € R valos
szamhoz van olyan n természetes szam, hogy x < n.



D
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Racionalis szamok: Q = {g | p,q € Z,q # 0}, a nem racionalis
valosokat irracionalis szamoknak nevezzik. (Quotient, Q)
Algebrai szamok: gyokei valamely egész egylitthatos
polinomnak (pl. v/2 gydke a X2 — 2 polinomnak). A racionalis
szamok is algebrai szamok. A nem algebrai szamokat
transzcendens szamoknak nevezzik (pl. 7, e).



T A2 irracionalis.

B Indirekt bizonyitas: tegylik fel, hogy v/2 racionalis, azaz van
olyan p és g természetes szam, hogy /2 = 5. Ekkor p = V2q,
tehat a

K={V2k | k,v2k € N*}
halmaz nem Ures. Legyen K legkisebb eleme a = v/2b (ilyen
van!).
v2a = 2b egész ~ v2a — a = v2a — V/2b = v/2(a — b) is egész.
Ugyanakkor pozitiv, mert a = v/2b > b, hisz v/2 > 1,
és kisebb a-nal, azaz v2(a — b) < a = v/2b, mert a = v/2b < 2b.

Ellentmondas! (Lasd még: cut-the-knot)


http://www.cut-the-knot.org/proofs/sq_root.shtml
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Egészrész fliggvény



Egy x valos szam (also) egész részén azt a legnagyobb egészt
ertjik (jelolése x| vagy [x]), mely kisebb vagy egyenld x-nél,
azaz melyre |x| < x < |x] + 1. x tort része {x} = x — [x].

10] =0, | —mohg) = —1, [12.81] =12, |—12.81] = =13, |7] =3,
|—7| = —4,

{Z}=2{-2}=%

FelsO egész rész: [x] —1 < x < [Xx].

[12.81] = 13, [-12.81] = —12, [x] = 4, [-7] = =3,

0<{x} <.

Igazoljuk, hogy [X] + [x+ 3| = [2X]

Igazoljuk, hogy [/[x]] = [vX]



T Dirichlet approximacios tétele

Tetszbleges x € R valos szamhoz és tetszoleges n € N*
szamhoz léetezik olyan a,b € Z, ahol 1 < a < n, hogy

1
lax — b| < —.
n

B A skatulyaelv szerint a 0, {x}, {2x},.., {nx} szamok kozott van
kettd, amelyik azonos intervallumba esik a kovetkezok kozil:
[0, 7)) > 30 [0 )i 255 1)-
Legyen |{ix} — {ix}| < 1, aholi<jésa=j—i b= |jx| — [ix].
lax = b = [( — i)x = (Lix] = Lix])]
= lix = Ux] = (ix = [ix]) |

. . 1
— {ix} — (i} < -



T Diofantoszi (diofantikus) approximacio

Tetszoleges x irracionalis szamhoz végtelen sok olyan b/a
tort létezik, melyre

m Feltehetd, hogy a > 0.
m Ha b/a kielégiti a fenti egyenlotlenséget, akkor csak veges sok
bovitése van, ami ugyancsak kielégiti.

m Enneél tobb is igazolhato, nevezetesen az is igaz, hogy vegtelen
sok olyan b/a tort létezik, melyre
b

X— =<
a

1
2a?




B A Dirichlet-approximaciobol
b

N = =
a

1 1
< —< =
na - a?

x irracionalis ~ 3n’: ‘x ~2

adja a b’/a’ tortet.

> . A Dirichlet-approximacio

b’
X——=| <
a’

1 1

wa Sw ST al

:

L h l6an folytathaté
~ = # -, hasonloan folytathato.

F Hamis-e az allitas racionalisokra?
m \f—1|~00142<004_;5
|vV2 — |~ 0.08088 > 0.027 = 4,
V2 — ]~|—0085786\>OO27—i6
I — 2| ~ | - 0.00126] < 0.0029 < %
m Pi Day: 3/14, marcius 14; Pi Approximation Day: 22/7, jalius 22.


https://en.wikipedia.org/wiki/Pi_Day
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Indukcio



Indukcio: kovetkeztetés az egyes esetekbdl az altalanosra
(altalaban bizonyos valoszinlséggel).

Teljes indukcio (mathematical induction): ha egy n
paramétertdl fliggo allitas igaz valamely ng € Ny kezdoértékre,
és az allitas oroklodik egy egészrol az 1-gyel nagyobb egészre,
akkor igaz minden n-re, melyre n > ny.

Teljes indukcio Ha H C N*,1€ H,ésn € Hesetenn+ 1€ H,
akkor H = Nt.

Gondoljuk meg: a teljes indukcid kovetkezik a természetes
szamok jolrendezettségébol!

A teljes indukcio egy masik valtozata kovetkezik az el6zobol:
Ha a P allitas ,igaz ng-ra”, s ,ha igaz valamely n esetén
minden ng,ng +1,...,n egészre, akkor igaz n + 1-re is”, akkor P
igaz minden n > ng egészre.



P

M

Zn:/?(/?+1)= n(n+13)(n+2)

Leosztva 2-vel a kévetkezd alakot kapjuk:

= ()= ()

(1. mo) teljes indukcid: n = 1esetén (5) = (3) v/
n=n+1

() -5 ()02 - (3 - (1)

(2. mo) kombinatorikai: n + 3 elembdl Ggy valaszthatunk ki
kettdt, hogy sorba rakjuk éket, kivessziik az elsét (az elsé n
elem kozll), majd a masik kettét a sorban hatrébb lévék kozil.
Zkz 124924 +n2:”(”+1)6(2”+1)

Hany éle van egy n-csucsu fanak? 0

[Utmutatas: hagyjuk el a fa egy tetsz6leges élét]
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Rekurzio



"



http://escherdroste.math.leidenuniv.nl/
https://www.youtube.com/watch?v=wzfTzj2tiew
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http://escherdroste.math.leidenuniv.nl/
https://www.youtube.com/watch?v=wzfTzj2tiew

Rekurzio: valamely objektum onhasonlo modon valo
konstrukciéja deﬁniciéja értelmezése

kisebb index tagok Is szerepelnek.

Fibonacci-sorozat fo = 0, fi = 1, fn = fn—1 + fn—> (elsé néhany

tagja: 0, 1,1, 2, 3,5, 8,13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, 377, 610, 987, 1597,

2584, 4181, 6765, ..., (OEIS A000045)

Hanyféleképp fedheto le egy 2 x (n — 1)-es sakktabla n —1
dominodval?

Grafikus bizonyitas: fj.

Eﬂiﬁﬁm
EEEE e ey

The Fibonacci Quarterly 1963 6ta jelenik meg negyedévente.
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https://oeis.org/A000045
http://www.fq.math.ca/

Altalanositott Fibonacci-sorozat: Legyen gn = gn—1 + Gn—2,

go = a, g1 = b. Igazoljuk, hogy gn = afp—1 + bfy.

Hany olyan részhalmaza van az {1,2,...,n} halmaznak,
melyben nincs két szomszédos szam?

Hany olyan n-hosszl sorozat képezhetd az 1, 2, 3, 4 szamokbol,
melyek 1-gyel kezdddnek, és minden szam pontosan 1-gyel
kilonbozik az el6zotol?

Mennyivel egyenld az alabbi n tortvonalat tartalmazo tort:

1
1+

1+
1+

14
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Lanctortek”



L'x e R, ag = |x], x1 = {x},
B 1 1) .
x1# 0esetena; = | — |, X = - L1gy X =ap +
1

X1
g 1 1Y .

Xn #0esetenap = |— |, Xpp1 =49 — ¢, 18y

% %

1
X =0 + ]

a1 +
1
a; +
]
ap + Xp41

X = [Qo, 01,0, ...,0n + Xn41]

ha valamely n-re x,41 = 0, akkor x = [ao, a1, aa, . . .
egyebkent x vegtelen lanctort alakja [ag, a1, ay, . . .

melynek [ag, a1, ay, ..., an] az n-edik szelete.

ar+x'

15



P /2 lanctort alakja: v2 = [1,2,2,2,...] (A040000)

M X=v280=1%X=vI-1 =V2+1=2+(V2-1),
V2 -1
a=2%=v2-1,..
1
1+
1
2+
g
2+
. 1
-._|_
g
24+ —

P e=1[2,12114116,11,8,...] (A003417),
m=1[3,7,15,1,292,1,1,1,2,1,3,1,...] (A001203),
‘[“ =[1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,...] (A000012), az aranymetszés
aranya (a kisebbik Ggy aranylik a nagyobbikhoz, mint a
nagyobbik az egészhez).


https://oeis.org/A040000
https://oeis.org/A003417
https://oeis.org/A001203
https://oeis.org/A000012

T

T

Egy szam lanctort alakja pontosan akkor véges, ha a szam
racionalis.

Ha az x irracionalis szam lanctort alakja [ao, ar, @2, ..., ap, .. .],
és n-edik szelete [ap, aq, 0y, ...,a5] = g—: ahol r, és s, relativ
primek, akkor minden n-re
r 1
X — il < R
S5 s%

és barmely két egymast kovetd szelet legalabb egyikére
U
252

I'n

X_i
Sn

<

is fennall.

7 szeletei: 3 = [3], 22/7 = [3,7], 333/106 = [3,7,15],
355/113 = [3,7,15, 1], 103993/33102 = [3,7, 15,1, 292],
104348/33215 = [3,7,15,1,292,1],...



Oszthatosag




Oszthatosag

Oszto



Oszto

A b egész szamot az a egész szam osztojanak nevezzik (a
oszthato b-vel, a tobbszorose b-nek, jelélése b | a), ha van
olyan g egész, hogy a = bq.

b valodi osztd, ha nem azonos +a-val vagy +1-gyel.
a|0VaeZ(0-valis: 0 =b-0).

a 0 csak a 0-nak osztoja,

+1]aVvaeZ,

alb,b+#0=lal<|b],

—5]15,5| =15, —5| —15,2|0,0| 0,718,

Az oszthatosag hasonloképp definialhato pl. az egész vagy a
valos egyiitthatos polinomok korében: x — 1| x* — 1, mert
p& = (eI o

A paros szamok korében mit mondhatunk? PL. van minden
(paros) szamnak (paros) osztoja?



abra: A primek kozil csak 2-vel, 3-mal és 5-tel oszthatd 400 alatti

szamok oszthatosagi diagramja (Hasse-diagram) (resular divisibility lattice” by
David Eppstein az angol Wikipédiarol)

Hany olyan 400-nal kisebb pozitiv egész szam van, mely nem
oszthato a 2, 3, 5 szamok egyikevel sem?

19



Az oszthatosag alaptulajdonsagai
Minden a, b, ¢, m, n egészekre igazak a kovetkezdk
ala
«haalbeésb|c akkora]lc
« haal|beésalc akkora| (mb+ nc)
« haal|beésm|n,akkoram | bn
Bizonyitsuk be, hogy egy egész szam néegyzete vagy oszthato
4-gyel, vagy 8-cal osztva 1-et ad maradékul!
(2R)? = 4R%, (2R +1)? — 1 = 4R? + 4R +1—1=4R(R+ 1), de k és
k + 1 egyike oszthato 2-vel.
7 | 32n+1 + 2n+2 (I’) c N)
(1. mo) teljes indukcio: n = 0 esetén 7 | 3 + 22 v
n=n41 3203 4 n+3 — 2(32n+1 + 2n+2) 4 7.32n+1
(2. mo) 32N+ 42142 =3.9" 4 4.2" =3. (9" —2M") +3.2" 4 4.2"
8s7|9" —2" 7 |3-2"+4-2".

20



Oszthatosag

Egység



D

Egység
Fgysegnek nevezzik azokat a szamokat, melyek minden
szamnak 0sztoi.

Az egészek kozt két egység van: 1, —1. (Miért?)

Az egység nem tévesztendo 0ssze az egységelemmel, mely egy
algebrai struktira azon e eleme, melyre ea = a minden a-ra.

A paros szamok korében van-e egység?

Az R = {a+ bv2|a,b e Z} szamhalmazban a szokasos
muveletek mellett a +(1+ /2)" alak( szamok egységek, ahol n
tetszéleges egész. (Igazolhatd, hogy mas egység nincs).
+(14+V2)(=1+ v2) = 41, igy £(1+ v/2) és annak minden
nemnegativ egész hatvanya is oszt minden a + bv/2 alakd
szamot. Hasonloképp a negativ egész kitevos hatvanyai is,

mivel 1/(1+v2) = =1+ V2.

21



Oszthatosag

Maradékos osztas



T Maradékos osztas nemnegativ maradékkal

Tetszbleges a, b € Z, b # 0 egészekhez egyértelmien léteznek
olyan g, r € Z egeszek, hogy

a=bg+r, es0<r<|b

P Osszuk el maradékosan a-t b-vel, ha |a| =20 és |b| =7.

M Négy eset lehetséges: 20=7-2+6, —20=7-(=3) +1,
20=(=7)-(=2)+6,-20=(-7)-3+1.

22



B Olyan g egészt kerestink, melyre bg a legnagyobb egész, mely

nem nagyobb a-nal.

ésigyazr=a—bgszamra 0 < r < |b|. Mivel g a fentiek
alapjan egyértelmd, ezért r is.

A tételbeli 0 < r < |b| feltétel kicserélhetd erre:
— L@J <r< L@J Ekkor a nemnegativ maradek helyett a

legkisebb abszolut érteki maradékot kapjuk.
Az el6z0 példabeli szamokkal: 20 =7-3 -1, =20 =7-(=3) + 1,
20 = (=7)-(=3)=1,-20=(=7)-3+1.

23



Oszthatosag

Szamrendszerek



b-alapi szamrendszer

Legyen b > 1 egész szam. Ekkor barmely m € N* szam
egyértelmien eldall

m=anb"+a,_1b""+...+ab+ay, 0<a<b, an#0

alakban.

Az m szam b alapu szamrendszerbeli alakjat (anan—_1 ... a1a0)p
jeloli (a zarojel vagy a b index elhagyhato, ha nem okoz
félreértést).

Ha b > 10, a szamjegyeket az abécé betlivel potoljuk, pl. a
16-0s szamrendszer szamjegyei: 0,1,..,9,A, B, C, D, E, F.

26 = 2610 = 1A = 328 = 1224 = 110105 = 10715 = 102.

Hogyan irunk at b alapd szamot és b* alapiva és forditva?
[rjuk at a 110111010010001, szamot 8-as és 16-0s, valamint az
AE1F6 szamot 2-es szamrendszerbe!

24



B Havan ilyen alakl eléallitasa m-nek, akkor ag csak a b-vel valo
maradékos osztas maradéka lehet. Ezt ismételve a szamjegyek
egyértelmien adodnak:

m = bqo + ao, o<b, Go=a,b" "+ ... +ab+a

0<a
go = bgq + aq, 0<a1<b, gi=ab"?+...+asb+a
g1 = bgy + ay, 0<a<b, q=ab"3+.. . +ab+a;

Gn—2 =bgn_1+an—1, 0<an_1<b, ghn1=an
gn-1=b-0+ay, 0O<ap,<b

A maradékos osztasok lancolata addig tart, mig valamely
osztas hanyadosa 0 nem lesz. Ez véges sok lépésben
megtorténik, mert m > qo > g1 > -+ > qp—1 > 0. Az a; szamok
pedig valoban m kivant eléallitasat adjak, mert
((...(anb+an—1)b+...)b+a1)b+ag =

25
Anb" + an_b" "+ ...+ ab+ag =m.



A Horner-modszer polinom kiértékelésére

Barmely n-edfok( polinom kiértékelhetd legfoljebb n szorzas
és n 0sszeadas hasznalataval, ugyanis

anX" + an_x""' ...+ ax+ag
= (... ((apX 4+ ap—1)X 4+ Apn_2)X + ...+ a1)X + qo.

- A polinom kiértékelése egy egyszerl tablazatban kovethetd:
‘ an An_1 ol
X an anX+ 021w (o (GpX+ Qo)X+ .+ G)X + g
P Legyen p(x) = x* — 3x* — 6x° — 90x + 3. p(5) =7
M A behelyettesités hosszadalmas (5> = 3125). Horner-modszer:
1 -3 -6 0 -90 3
501 2 4 20 10 53
Tehat p(5) = 53.

26



P irjuk at az alabbi szamokat 10-es szamrendszerbe: 1101001015,
12012013, AAF¢. Hasznaljuk a Horner-modszert!

T 10 1 0 O 1 0 1

211 6 13 26 52 105 210 421

3
T2 0 1 2 0 1
311 5 15 46 140 420 1261

\ A A F

16 ({10 16-10+10 16-170 +15
16|10 170 2735




P Hasznaljuk az ismételt maradékos osztas technikajat az alabbi

1001 = Xy, 27648 = Y3, 6252 = Z5

M X = 1111101001 Y = 1101221000 Z = 200002
1001 | 2 27648 | 3 6252 | 5
500 | 1 1001=2-500+1 9216 | 0 1250 | 2
250 | 0 500=2-250+0 3072 | 0 250 | 0
12510 250=2-125 +0 10241 0 5010
6211 125=2-62 +1 341 |1 010
3110 62=2-31 40 M3 2 2|0
15| 1 31=2-15 +1 37| 2 012
711 15=2.7 +1 121
301 7=2-3 +1 410
111 3=2-1 +1 111
011 1=2-0 +1 011




Kozos osztok




Ko0zos osztok

Legnagyobb kozos osztod



D Legnagyobb kozos oszto (Inko, gecd)

Az a,b € Z szamok legnagyobb kozos osztoja az a d egész
szam, mely

1. kozos o0szto, azaz d |a ésd | b,

2. a kozos osztok kozul a legnagyobb, azazhac|aésc| b,
akkor ¢ < d,

3. aza = b = 0 esetben d = 0.

- Jelolések: d = (a,b), d = Inko(a, b), d = gcd(a, b) (az angol
‘greatest common divisor’ kifejezésbol)

- Az elso két feltétel barmely két a, b egész szam legnagyobb
kozos osztojat egyértelmien definialja, kiveve haa=b = 0.
Ekkor a kozos osztok halmaza felulrél nem korlatos (a 0
minden egész szammal oszthato), ezért nincs a kdzos osztok
kozt legnagyobb. A kovetkezOkben minden esetre érvényes

eredmeényekhez fogunk jutni a (0,0) = 0 kikotéssel. »



P 12 és 18 k0z0s 0sztoi: +1, +2, £3, £6, igy (12,18) = 6.
P (12,6) = (=12,6) =6, (12,8) = (=12, —8) = 4, (12,7) = 1
P Ham,n € Z, akkor (m,0) = (0,m) = |m|,

(m,mn) = (mn,m) = |m|,

30



Ko0zos osztok

Kitlintetett kozos oszto



D Kitlintetett kozos oszto
Az a,b € Z szamok kitlintetett kozos osztoja aza d € Ny

szam, mely
1. kozos o0szto, azaz d |a ésd | b,

2. haclaesc]|b,akkorc|d.

- Ac < dfeltételt a c | d feltételre cseréltlk, vagyis csak az
oszthatosag fogalmat hasznaljuk, a szamok rendezését nem!
- Mivel az oszthatosagon egy egységgel valo szorzas nem

valtoztat, itt csak a nemnegativ szamokra szoritkozunk (d € Np).

- Latni fogjuk, hogy e két fogalom azonos eredmenyt ad, ezért
nem vezetlnk be Uj jelolést.

- Edefinicio a (0,0) = 0 érteket is természetes modon adja.

P 12 és 18 koz0s osztoi: 41, £2, &3, +6. 6 az az egyetlen
nemnegativ szam, mely e szamok mindegyikével oszthato,
tehat 6 a kitlntetett kozos oszto.

31



Ko0zos osztok

Euklideszi algoritmus



T Akitlintetett kozos oszto letezése
Barmely két egész szamnak létezik kitlintetett kozos osztoja.

B Hab=0,akkor (a,b) =|al, ha b | a, akkor (a,b) = |b|. Tegyuk
fel, hogy b 1 a és az egységes jelolés érdekében legyen ry = q,
ri = b. Osszuk el maradékosan a-t b-vel, a maradék legyen r,,
majd b-t osszuk ry-vel...

ro=nqg1+n rnlro=a Clr=ro—nag

r=rq;+rs rh|rn=>b Cln=rn—ng

Iy =1r3qs + s rn | Clry=r—rnags
f—2="rn1dn-1+rn  In|rho C|rn=rn—2—"rn-1Gn-
'n—1 = "nQn rn’rn—1

Tehat d = rj kitUntetett kozos oszto. Az algoritmus véges
lepésben véget ér, mivel r, > r3 > -+ > rp > 0.
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A kitlintetett koz0s 0szto egyértelmu, ugyanis ha c és d is
kitintetett kozos 0szto, akkor ¢ | d és d | ¢ miatt ¢ és d egymas
egységszerese, ami ¢ és d nemnegativitasa miatt csak ¢ = d
mellett lehetseges.

A kitlintetett és a legnagyobb koz0s osztdo megegyezik. Jelolje d
a kitlintetett, D a legnagyobb kozos osztot. d definicidja miatt
D | d,igy D < d, D definicioja miatt d < D, tehat d = D.

A tételbeli algoritmust euklideszi algoritmusnak nevezzuk.
LeegyszerUsitve legyen ro = a, r, = b, ahola > b > 0.
Ismételten vegezzuk el az ry, = rp 1qpyq + ek maradekos
osztasokat, ahol 0 < rgy; < reyq. Az algoritmus leall, amint
valamely maradéek 0 nem lesz, azaz ha rp4q = 0. Ekkor a
kitintetett kozos oszto rp.

Az euklideszi algoritmus a legkisebb pozitiv maradék helyett a
legkisebb abszolut értéklvel is szamolhato: ekkor |rg| lesz
szigorian monoton csokkeno.
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Lasd meég a Wikipédia Euklideszi algoritmus szocikket!



https://hu.wikipedia.org/wiki/Euklideszi_algoritmus

=

~ o - -+

(24,17) =7, (288,204) =7

246 =17-1+7 288 =204 -1+ 84
7= 7-2+3 204 = 84-2+436
7= 3241 84= 36-2+12
3=1-3 36= 12-3

Egyszerlen: (24,17) = (17,7) = (7,3) = (3,1) = (1,0) = 1,
(288,204) = (204, 84) = (84,36) = (36,12) = (12,0) = 12.
Szamitsuk ki (21,13) érteket minimalis absz. ért. maradékkal is!
(21,13) = (13,8) = (8,5) = (5,3) = (3,2) = (2,1) = (1,0) =1
(21,13) = (13,5) = (5,2) = (2,1) = (1,0) = 1.
Ha ¢ > 0, akkor (ca, cb) = c(a, b).

a (a,b) =d # 0, akkor (4, %) =1.
Az a és b egeszeket relativ primeknek nevezzik, ha (a,b) = 1.
A tortek egyszerusithetok. (Fogalmazzuk meg az allitast!)
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w w - X

(a+nb,b) = (a,b) (a,b,n € Z)
cla,b~cla+nb.cla+nbb~cla+nb—nb=a

Kibovitett euklideszi algoritmus: (a, b) kifejezhetd a és b
alkalmas m, n € Z egészekkel vett linearis kombinaciojakent,
azaz (a,b) = ma + nb alakban.

Az euklideszi algoritmus elsé egyenletébdl ry, a kovetkezobhol
rs,.., az utolso elottibol r, kifejezhetd a és b linearis
kombinaciojaként.

Barmely a, b egészre {ma+nb | m,n € Z} = {c(a,b) | c € Z}.
Ha c| ab és (c,a) =1, akkor c | b.

(els6) c | ab, c | cb ~ c | (ab,cb) = (a,c)b = b.

(masodik) (c,a) =1~»1=mc+na~sb=mcb+nab~ c|b.
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Példa
Kibovitett euklideszi algoritmussal hatarozzuk meg a
kovetkezé linearis kombinaciok egylitthatoit:

(1) (24,17) =24m +17n,  (2) (288,204) = 288m + 204n.

2 =17-1+7 7=24—-17

V= 7-2+3 3=1—-2-7=-2-24+43-17
7= 3241 1=7-2-3=5-24—-7-17
3=1-3

Tehat (24,17) =5-24 —7-17 = 1. Az euklideszi algoritmus
egyenleteinek 12-vel vald szorzasa adja a masik feladat
megoldasat: (288,204) =5-288 — 7 - 204 = 12.
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M Egyszerlen mechanikussa tehet6 az elézd szamitas, ha
egyenloségek linearis kombinacioit szamoljuk:

2= 1-2440-17
7= 0-24-+1-17
7= 1-26—1-17
3=-2-24+43-17
1= 5.24—7-17

Tablazatban a hanyadost is jelolve az elsé oszlopban:

24 17 288 204

24 1 0 288 1 0

1 17 0 1 1 204 0 1
2 7 1 =l 2 84 1 =il
2 3 -2 3 2 36 =2 3
3 1 5 -7 3 12 5 =g/



Ko0zos osztok

Linearis diofantoszi egyenletek



A diofantoszi egyenlet 2- vagy tobb ismeretlenes egyenlet,
melynek csak egész megoldasait keressuk.

Linearis diofantoszi egyenlet: ax + by = ¢, (a, b, c € Z)
Pitagoraszi szamharmasok: x? + y? = 72

Nagy Fermat-tétel (Wiles, 1995): az x" 4 y" = 2" egyenletnek
nincs nemtrivialis megoldasa, ha n > 2.

Xy +2=w (3P +4+5 =6

X+ y* + 2% = w* (Elkies, 1986:

2682440% + 15365639“ + 18796760 = 20615673“, a legkisebb
Frye, 1988: 95800“ + 217519" + 414560* = 422481%)
Hardy-Ramanujan-szam: x> + y3 = 22 + w? legkisebb
nemtrivialis megoldasa: 13 + 123 = 93 4 103 = 1729.

Két négyzetszam dsszege: x* + y?> = n (van megoldasa <= n
primtényezdi koziil a 4k — 1 alak( primek paros kitevon vannak)
Pell-egyenlet: x2 — ny? = +1.
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Tétel

Legyen d = (a,b), a # 0, b # 0. Az ax + by = c linearis
diofantoszi egyenlet pontosan akkor oldhatdo meg, ha d | c.
Ekkor az 6sszes megoldas folirhatd x = xg + gt, y=yo— gt
alakban, ahol t tetszéleges egész.

B (=) Haaxo+byy=c akkord|a,d|b~ d]|axe+byy=c

(<) Legyen am +bn =d. Ha d | ¢, azaz ¢ = td, akkor

atm + btn = c.

Ha Xo, Yo megoldas, akkor x = xo + 5t, y = yo — 9t is, ugyanis
ax + by = axo + agt + byo — b3t = axo + byo = c.

Ha ax + by = c egy tetszéleges megoldas, akkor kivonva a két

egyenletet:



P 3x+4y=5

M (3,4) =15~ megoldhato.
1=4—3~5=3-(=5)+4-5~X=—5+4ty=5-3t
A megoldasok geometriai szemléltetése (a 3x + 4y = 5 egyenes
és 4 megoldas):

(5 §
Dy, 9

N

N

AN

N

No

//




P Epp 12000€-t fizetett egy cég néhany 288€ és néhany 204€

értékl aruért. Melyikbol mennyit vasarolt, ha az elsébol tobbet
vett, mint a masodikbol?

Diofantoszi egyenlet: 288x + 204y = 12000, ahol x,y > 0
egeszek.

Megoldhato, mert (288,204) = 12 | 12000 (hany pozitiv
kozulik?)

A megoldasok halmaza megegyezik a 24x + 17y = 1000 egyenlet
megoldasaival (miért?).

Egy megoldast ad a kibovitett euklideszi algoritmus:

1= (24,17) = 5- 24 — 7 - 17 ~» 5000 - 24 — 7000 - 17 = 1000.
Osszes megoldas: (5000 + 17t)24 + (—=7000 — 24t)17 = 1000.
5000 4 17t > 0, azaz t > —23%9 ~ —294.1, —7000 — 24t > 0, azaz
t< -0~ 2917wt = —294 —293,-292.

A lehetséges (x,y) parok: (36,8), (19,32), (2,56).

Tehat az els6bol 36-ot, a masodikbol 8-at vasaroltak.
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